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Roswiasanie sadania F 298,
Zaléimy, te promier pierwsarej orbity
wynosi ry. Wéweras predkodé rakiety
dana jest wrorem

GM

Fi :

v =

gdzie M jest masa Ziemi. W pewnym
momencie ustawiamy rakiete
réwnolegle do kierunku jej predkodei

i uruchamiamy silnik. W rezultacie
jego dzialania predkodé rakiety osiagnie
wartodé vy = v 4+ Av;, natomiast
odleglofé od Ziemi nie ulegnie zmianie.
Orbita stanie sig teraz elipsa o ognisku
w frodku Ziemi, prey czym (jak wynika
7. zasady zachowania energii) punkt,

w ktérym znajduje sig rakieta po
ustaniu dzialania silnikéw, bedzie
perigeum nowej orbity. Po uplywie
pewnego czasu rakieta przemiedci sig
do apogeum odleglego od drodka Ziemi
o ry.

Predkodé w apogeum vy bedzie,
ocaywidcie, mnicjsza niz w perigeum.
W ystarczy teras ponownie uruchomié
silnik i preyapieszyé rakiete do
predkodei odpowiadajacej ruchowi
po orbicie kolowej o promieniu rg:
= EM_ Oblicrymy teraz zaréwno
ra, jak i v3. Z zasad rachowania energii
i momentu pedu (obowiazujacych,
gdy nie dzialaja silniki) dostaniemy
nastepujace rdwnodci:
GM o] GM vl
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rivy = ratvg.

Znajdujemy stad
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AT TV = rlu'f !
2G6M — rll.l;J
v = ———— =
rivy
\/GM[?{HL{ - riv})
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riv
gdzie przez Avy = v' — vy oznaczylifmy

preyrost predkodei konieczny do
osignigeia orbity kolowej w apogeum.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Szcregblowy regulamin Klubu 44 zamiedcilifmy w Deleie 7/1990, a jego skrét — we wszystkich
mumerach, w ktérych sa zadania ligowe (tj. w tym roku z wyjatkiem numeréw 11 i 12).

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Roswiasania sadafi 3 matematyki = numeru 8/1990

Przypomin-amy treéé zadan:

307. Liceby rzecsywiste z, y, z spelniaja réwnodé

3 : | 2

z’+y’-z +y’+x’—: x’+:’—y
2zy 2yz 2zz
Dowiedé, ie dwa spodréd ulamkdéw bedacych skladnikami lewej strony sa réwne 1

(a pozostaly —1).

=1.

208. Rozwaiamy ciag funkcji (fn) okredlonych na przedziale (0; ) wrzorem: fi(z) = sin =,
Int1lz) = (8in :]'f"t‘:'. Dla kaidego n naturalnego wyznaczyé lim fa(z).
20

207. Zachodzi l'atwa do sprawdzenia tozsamoéé
22 4+y? -2 g 42—z 2242yt (—z+y+2)(z—y+2)(z+y—2)
+ + -1= :
2zy 2yz z.zz 2zyz
Skoro lewa strona ma byé réwna zeru, jeden .z czynnikéw prawe]j strony musi by¢
zerem. Jeéli na przykltad z+y—2=0, to

g’+z’—z’=(y—z)’—z’+2y°:

2yz 2yz .
i podobnie }
22+ 2% —y? 5
2zz =
Stad teza.
208. Zamiast ciagu (fn) rozwaimy ciag funkcji (gn) okreélony wzorem rekurencyjnym
(1) 91(z) =2, gas1(z)=2"" dlaz>0, n=1,2,3,...
Ciagi (fn) i (gn) 8a zwiazane zaleinodcia
(2) fn(z) = gn(sinz) dlaz € (0;7), n=1,2,3,...,

wynikajaca przez natychmiastows indukcje wprost z definicji tych ciagéw.

Przyjmijmy dodatkowo: go(z) = 1; oczywiscie, wzér (1) jest wéwczas sluszny i dla
n = 0. Wykazemy przez indukcje, ze

(3) lim+g,k(z)=1 dla k =0,1,2,...
z=—0

Dla k = 0 nie ma czego dowodzi¢. Przyjmijmy, je relacja (3) zachodzi dla pewnego

k; mamy wykazaé jej slusznoéé z k zwiekszonym o 1. Z zalozenia indukcyjnego g,, (z)
daiy do 1 przy z daiacym z prawej strony do zera, a wobec tego 1/2 < g,.(z) < 2dla
z dostatecznie bliskich 0. Stad, przez dwukrotne zastosowanie wzoru (1),

(4) 29" < g10,2(z) <2*°  dla z bliskich 0.
Dla ka.i&ego wykladnika p > 0 mamy, zgodnie z regula de I’Hospitala,
In -1
lim z°lnz= lim Tz: lim % —_— lim zF =0,
z—0+ z—0t+ TP  z—o+ —pz~P-1 P z—0+
a stad

> AR o ” o
:EI;J+ B = =]_131+ exp(zfInz) = 1.
Zatem oba skrajne czlony nieréwnodci podwéjnej (4) daza do 1 (przy z — 01), wiec
i érodkowy musi dazyé do 1. To konczy indukcyjny dowéd relacji (3).

Z (3) wynika natychmiast: ]
(5) lim+gu+l[z]= lim z%+*) =0 dlak=0,1,2,...
x—0

z—0+
Wobec zaleznoéci (2) takie same sa tei wartodci granic prawostronnych w zerze
funkcji fa: 3
1 dla n parzystych,

sEI:I;L In(2) = { 0 dla n nieparzystych.
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Rozwiazania zadai z fizyki z numeru 8/1990 Redaguje dr Andrzej NADOLNY
Przypominamy tredé zadaii:

106. Statek o okresie wlasnym kolysania poprzecznego réwnym r plynie » predkodcia ¥ przes
fale oceaniczne o dlugoéci d, poruszajace sie s predkodcia W. Pray spelnieniu jakich warunkéw
wystapia, cstery réine ,wrailiwe kursy” statku, dla ktérych dzialanie fal na statek bedzie
werbudzalo jego drgania wlasne? Kurs statku okreflony jest przez wektor v'.

106, Jednorodny, wiotki, cienki, obdarzony masg sznurek (lub laficuszek) o dlugodeci I,
tawieszony na jednym korficu, moke wykonywad drgania poprzeczne o réinych czestotliwodciach,
ktérym odpowiada réina liczba wezléw (jeden z nich wystepuje sawsze w punkcie zawieszenia).
Crestotliwodei takich malych drgafi sa proporcjonalne do 4/g/I (g — prayspieszenie ziemskie).
Obliczyé — w sposdb numerycany — pierwsze catery csestotliwodci malych drgad tego sznurka,
preyimujac, te postczegdlne elementy sznurka drgaja harmonicznie & ta sama czgstotliwodcia,
lece & régnymi amplitudami.

105. Predkoéé statku wzgledem fal jest réwna v — ¥ »Wragliwe kursy” odpowiadaja katom o« spelniajacym
Prostopadla do fal skladowa tej predkodci wynosi réwnanie (x). Aby moglo mieé ono cztery pierwiastki a,

vcos a — U, musi zachodzié

gdzie o jest katem miedzy wektoramj ' i ¥, '3 (1 = %) <l
Spotkania statku z kolejnymi grzbietami fal beda Wobec 7> 0, T > 0 oznacza to
nastepowaly w odstepach czasu v
b= 4 T sige
vcos o — U % czego wynika

Aby moglo przy tym nastepowaé wzbudzanie wiasnych d
drgafi statku o okresie T', powinien zachodzié¢ warunek v>u+t T
t = +T, ktéry — po wprowadzeniu oznaczenia na okres fal Jeieli maja byé wzbudzane drgania poprzeczne, obliczone z

= { - prayjmuje postat réwnania (%) katy nie powinny mieé wartodci zbyt bliskich

0° oraz 180°. Ponadto dlugoéé fal d nie powinna byé

() S (1 = T) wieksza od rozmiaréw statﬁu. - >

106. Dla uproszczenia prlyjmu}emy, ie sznurek sklada sie z n punktéw materialnych o
masie 2 odleglych od siebie o ;-. Oznaczmy wychylenia kolejnych mas jako zi...2n,
poc:ynaj&c od dolnego koiica. Sila. napiecia sznurka pomiedzy i-tym a (i + 1)-szym
punktem materialnym ma (w przyblizeniu malego odchylenia od pionu) wartodé ﬂn&",
zaé jej pozioma skladowa wynosi

mei Zit1— i _ mst :
(1) n ik —(Tit1 — ).
Podstawiajac ¢ = 1 moiemy przyréwnaé to wyrazenie do iloczynu masy =
i prayspieszenia dolnego punktu a; = —w?z,. Po przeksztalceniach otrzymujemy
A % w?l
(2) zg = (1 - ;) z1, gdzie A= =

Na kazdy z nastepnych punktéw materialnych dzialaja dwie sily okreélone
réwnaniem (1) — gérna i dolna. Odejmujemy je
mgt'(z.-“ — =.-) = mg(i — 1)(2.‘ — Zi—1)
I l
i przyréwnujac do 2 (—w?z;) otrzymujemy jak poprzednio

(3) Tit1 = % (S.‘ (2i -1- %) - :.‘_1(1-' - l)) .

W réwnaniach (2) i (3) mozemy (skracajac po obu stronach zaleinoé¢ od czasu dana
czynnikiem cos wt) uwaiaé, fe z; 83 amplitudami drgafi (z dopuszczeniem znaku
minus, jedli faza jest przeciwna). Schemat obliczeri jest nastepujacy: wybrawszy

na chybil trafit A podstawiamy za amplitude dolnego kotica z; = 1, obliczamy z2 &
réwnania (2), a nastepnie kolejno 23 ...2zn4+1 2 réwnania (3). Prawidlowej wartoéci A
odpowiada z,4; = 0, tzn. nieruchomy gérny koniec. W razie otrzymania z,4; # 0

Fdnenie : : :g : : i :;; nalezy skorygowal A i powtérzyé rachunek od poczatku. Aby zorientowad sie z grubsza
n=100 A= 1: 439 w wielkodci i znaku niezbednej poprawki, a takie aby stwierdzié, ile wezléw wystepuje
n=200 A= 1,442 w rozpatrywanym drganiu, dobrze jest przedstawié z; graficznie. Obliczenia moga by¢

II drganie := 133 : = :- :; wykonane za pomoca komputera lub kalkulatora. Wyniki na marginesie.

111 drganie : = ggg : = 1;: 22 Poniewai f = £ = JC &, wiec iadany w tredci sadama bezwymiarowy wepélczynnik
n=100 A=18,63 jeat réwny £_
n=200 A=18,68 " " T

IV drganie n =100 A = 34,60 Wykonujac pomiary czestotliwodci pierwszych dwéch wahan laficuszka metalowego
n =200 A=34,68 o dlugoéci okolo 30 cm, otrzymaliémy wyniki zgodne z obliczonymi wartodciami A,
n=500 A=234,73 z bledem nie przekraczajacym 5%.
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