Algorytm rozkladu liczby pierwszej na sume kwadratow
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Jeden z najszybszych algorytméw rozktadu liczby pierwszej postaci 4k + 1 na sume

G UZIC K] = sarsvow wyginds sastopjsco:

(por. artykut na str. §)

FIZYCZNE NOWINRI

Ewolucje w kosmosie,
czyli jak wykorzystad
grawitacje

Grawitacja kojaray si¢ nam zwykle

s csymi, co ,praesskadza”™ oderwad sig od
Ziemi, Ksiciyca, planet itp. Przeciek sondy
migdasyplanetarne wyposaione sa w silniki
konieczne do pokonania prayciagania
grawitacyjnego cial niebieskich lub do
smiany orbity. Moina jednak w tych
celach wykorsystad wiadnie grawitacje.

W styciniu 1900 r. Japodcxycy wystrzelili
pierwazy poaaziemski sputnik, nazwany
Hiten - od naswy buddyjskiego aniola.
Praes sprytne wykorzystanie prayciagania
Slofica, Ziemi i Ksigiyca iniynierowie

s Instytutu Naunkowego Przestrzeni

i Astronautyki maja nadzicje zmusid Hitena
do wykonania serii skomplikowanych
ewolucji wokél Ziemi i Ksigiyca bex uiycia
sadnych silnikéw. Zressta Hiten jest
bardzo maly, jego masa wynosi zaledwie
182 kg (niewiele wigecej nik japodskiego
sapadnika #umo) i nie ma odpowiednich
ku temu silnikéw,

Hiten zostal wyniesiony na orbitg
Ziemi praes mala rakiete na paliwe
stale. W marcu 1990 r. prayciaganie
grawitacyine Keigiyca ,,wyciagneglo”

- Hitena na orbite = apogeum 750 tys. km
(odlegloéé Ksigiyca od Ziemi wynosi
ok. 380 tys. km). Po prawie 4 miesiacach
pleniwego”™ okrazania Ziemi Hiten
przeszedl ponownie blisko Keigiyea,
co spowodowalo smniejszenie apogeum
orbity do 560 tys. km. Teraz sonda zbliia
si¢ do Ksigiyca co miesiac, Po trzech '
zhlizeniach, ktédre nastapily 4 sierpnia,
7 wrzeénia i 2 paddziernika 1990 r., Ksigiyc
spowodowal wyrzucenie sondy na odlegloé
1350 tys. km od Ziemi, aby na poczatkn
1991 r. ,slapaé”™ go na orbitg blizsza Ziemi.
Po serii kolejnych zblizedt do Kseigiyea
perigeum orbity smaleje do 120 km (nie
tysiceyl). Ma to nastapié w polowie marca
1801 r. W czasie tego shliienia do Ziemi
oddzialywanie z gdrnymi warstwami
atmosfery ziemskiej powinno spowolnié
Hitena na tyle, aby umieécié go w taw,
punkcie Lagrange'a, gdzie przyciaganie
grawitacyjoe Ziemi i Slofica réwnowasy
gig. Po krétkim pobycie w tym punkcie
Hiten, za pomoca swoich miniaturowych
silniczkédw, zostalby umieszczony na orbicie
okoloksigiycowej.

Jak dotad, Hiten spisuje sig znakomicie.
Jedynie mini—satelita wielkodei pilki
baseballowej, ktdry odlaczyl sig od

Hitena w czasie pierwszego zhlidenia do
Ksigiyca, ,sniknal” naukowcom. Jui po
jego odlaczeniu sig stwierdzono, ie uklad
telemetryczny mini—-satelity nie dziala
prawidiowo i nie mozna fledzif go z Ziemi.

Cieckawe, jak zakodczy sig misia Hitena.
Kierownik programu nankowego Hitena,
K. T. Uesugi twierdzi, 3¢ hamowanie

w atmosferze zsiemskiej jest bardzo
ryzykowne i moie skodcayf sig fatalnie.

krok I: znajdf taka liczbe z < p, e z? = —1(mod p),
krok II: zastosuj algorytm Euklidesa do p i z; pierwsze dwie reszty,

mniejsze od \/;, 83 liczbami a i b.
Krok II jest wykonywany bardzo szybko. Przypomnijmy, na czym polega algorytm
Euklidesa. Majac dwie liczby ro i r; (zakladamy, e ro > r;) wypisujemy ciag reszt
z kolejnych dzieleri:

ro=ri-q1+ra, 0<ra<r,
ri=rz-qa+trs, 0<rs<ra,
ra=r3 qa+rq, 0<ry<rs,
fn-2 =Tn—1"'Gn-1+ Tn, 0L ra <fn-1,
fn—1=7Tn "qn -

Postepowanie to koriczymy, gdy kolejna reszta bedzie réwna 0 (rn41 = 0). Twierdzenie
Lamégo méwi, ze liczba dzieler nie przekroczy pieciokrotnej liczby cyfr liczby r;.

Dla liczb p i z, majacych kilkadziesiat cyfr, wykonamy zatem co najwyzej kilkaset
dzielefi, co moze by¢ wykonane na duzym komputerze w bardzo krétkim czasie.
Zauwaimy, ze liczba dzialan, ktére tu wykonujemy, nie jeat juz proporcjonalna

do liczby p, lecz do liczby cyfr (czyli logarytmu dziesietnego) liczby z (a wiec

i do liczby cyfr liczby p). Krok II algorytmu koticzy sie zreszta wczedniej. Moina
pokazaé, e wypiszemy dokladnie polowe wszystkich reszt.

Troche gorzej jest z krokiem I. Liczbe z znajdujemy w nastepujacy sposéb. Najpierw
znajdujemy tzw. niereszte kwadratowa modulo p, tzn. taka liczbe c, Ze kongruencja
z? = ¢(mod p) nie ma rozwiazania. Euler wykazal, ie wtedy c(”""’ = —1(mod p).
Zatem ¢2" = —1(mod p), a wiec za z wystarczy wziaé liczbe ¢", a wladciwie reszte
z dzielenia tej liczby przez p.

Pojawiaja sie tu dwa problemy. Po pierwsze, jak obliczyé ¢"7 Wydaje sie, Ze trzeba
wykonaé n mnozen przez liczbe ¢. Okazuje sie, Ze jednak nie. WyobraZmy sobie dla
przykladu, ze mamy obliczyé liczbe ¢'®. W tym celt wykonamy tylko 4 mnozenia:

otrzymujac ¢?,
otrzymujac c¢*,
otrzymujac c®
otrzymujac ¢'®.

mnozymy c-c¢
mnozymy c?-c?
mnozymy c¢*-c*

mnozymy e® - c®

i wreszcie

W podobny sposéb mozna wykazaé, ge liczba mnozef potrzebnych do wyznaczenia ¢
jest proporcjonalna do logarytmu (przy podstawie 2) liczby n. Zauwaiamy przy tym,
ze nie interesuje nas dokladne wyznaczenie liczby ¢", ale jedynie reszty z dzielenia

jej przez p. W kolejnych mnozeniach nie bedziemy zatem mieli do czynienia z coraz
wiekszymi liczbami (przez co kolejne mnozenia trwalyby coraz dluzej), ale za kaidym
razem mnozymy liczby mniejsze od p i bierzemy reszte z dzielenia przez p. Ta czedé
algorytmu bedzie zatem trwala krétko, jej czas dzialania jest znéw proporcjonalny

do logarytmu liczby p.

A jak znale#é niereszte kwadratowa modulo p? Musimy wiedzieé, w jaki sposéb
sprawdzié, czy liczba ¢ jest niereszta kwadratowa oraz wiedzieé, gdzie ich szukaé.
Okazuje sie, ze doéé latwo jest sprawdzié, czy liczba ¢ jest niereszta kwadratowa.
Pomocne jest tu tzw. prawo wzajemnoéci dla reszt kwadratowych (po szczegély odesle
Czytelnika do Teorsi liczb W. Sierpifiskiego). Jak jednak szukaé tych niereszt? Okazuje
sie, ze bardzo skuteczne jest azukanle ich ,po kolei”. Bierzemy kolejne liczby pierwsze
(latwo zauwagyé, ze to wystarczy) i sprawdzamy, ktéra z nich jest niereszta. Ale jak
diugo bedzie to trwalo?

Latwo dowodsi sie, e istnieje (p — 1)/2 niereszt kwadratowych modulo p, mniejszych
od p. Ale nie wiemy, jak duza jest najmniejsza z nich. Taki algorytm moze wiec okazaé
sie znéw nieprzydatny, czas dzialania moze znéw by¢ proporcjonalny do p. Jednak

w praktyce bardzo szybko znajdujemy niereszte. Dla liczb p, mniejszych od 1000000
(pamietajac, e p = 1(mod 4)), znajdujemy niereszte wéréd liczb nie wiekszych od 37.

Przypuszczamy, ze zawsze dodé szybko taka niereszte znajdziemy. Wnioskiem z (nie

Jan KALINOWsKk udowodnionej) Uogdlnionej Hipotezy Riemanna jest oszacowanie: najmniejsza niereszta

(wg Nature z 2 sierpnia 1000 r., str. 400)

jest mniejsza od 2 - (log, p)®. Jest to jednak tylko przypuszczenie — za to skuteczne.
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