
Algorytm rozkladu liczby
••

pIerWSZej na sume kwadratów

i wreszcie

o :5 r2 < rl ,
0:5 ra < r2,

0:5 r. < ra,

ro = rl . ql + r2 ,
rl = r2 .q2 + ra ,
r2 = ra . qa+ r.,

A jak znalezc niereszte kwadratowa modulop? Musimy wiedziec, w jaki sposób
sprawdzic, czy liczba c jest niereszta kwadratowa oraz wiedziec, gdzie ich szukac.
Okazuje sie, ze dosc latwo jest sprawdzic, czy liczba c jest niereszta kwadratowa.
Pomocne jest tu tzw. prawo wzajemnosci dla reszt kwadratowych (po szczególy odesle
Czytelnika do Teorii liczb W. Sierpinskiego). Jak jednak szukac' tych niereszt? Okazuje
sie, ze bardzo skuteczne jest szukanie ich "po kolei". Bierzemy kolejne liczby pierwsze
(latwo zauwazyc, ze to wystarczy) 'i sprawdzamy, która z nich jest nier"eszta. Ale jak
dlugo bedzie to trwalo? "

Troche gorzej jest z krokiem I. Liczbe z znajdujemy w nastepujacy spos6b. Najpierw
znajdujemy tzw. niereszte kwadratowa modulop, tzn. taka, liczbe c, ze kongruencja
Z2 == e(modp) nie ma rozwiazania. Euler wykazal, ze wtedy e(p-I)!2== -1(modp).
Zatem e2n == -1(modp), a wiec za.z wystarczy wziac liczbeen, a wlas"ciwie reszte
z dzielenia tej liczby przezp.

rn-2 = rn-l .qn-l + rn ,
rn-I = rn . qn •

Postepowa;nie to konczymy, gdy kolejna reszta bedzie r6wnaO (rn+1 = O). Twierdzenie
Lamego mówi, ze liczba dzielen nie przekroczy pieciokrotnej liczby cyfr liczby rl.
Dla liczb p i z, majacych kilkadziesiat cyfr, wykonamy zatem co najwyzej kilkaset
dzielen, co moze byc wykonane na duzym komputerze w bardzo kr6tkim czasie.
Zauwazmy, ze liczba dzialan, kt6re tu wykonujemy, nie jest juz proporcjonalna
do liczby p, lecz do liczby cyfr (czyli logarytmu dziesietnego) liczby z (a wiec
i do liczby cyfr liczby p). Krok IIalgorytmu konczy sie zreszta wczesniej. Mozna
pokazac, ze wypiszemy dokladnie polowe wszystkich reszt.

Pojawiaja sie tu dwa problemy. Po pierwsze, jak obliczycen? Wydaje sie, ze trzeba
wykonac n mnozen przez liczbe e. Okazuje sie, ze jednak nie. Wyobrazmy sobie dla
przykladu, ze mamy obliczyc liczbee16• W tym cel~ wykonamy tylko 4 mnozenia:

mn,ozymy e· c otrzymujac e2,

mnozymy e2. e2 otrzymujac e\
mnozymy c·, c· otrzymujac e8

mnozymy e8• e8 otrzymujac e16•

W podobny spos6b mozna wykazac, ze liczba mnozen potrzebnych do wyznaczeniaen

jest proporcjonalna do logarytmu (przy podstawie 2) liczbyn. Zauwazamy przy tym,
ze nie interesuje nas dokladne wyznaczenie liczbyen, ale jedynie reszty z dzielenia
jej przez p. W kolejnych mnozeniach nie bedziemy zatem mieli do czynienia z coraz
wiekszymi liczbami (przez co kolejne mnozenia trwalyby! coraz dluzej), ale za kazdym
ra~em.mnozymy liczby mniejsze odp i bierzemy reszte z dzielenia przezp. Ta czesc
algorytmu bedzie zatem trwala krótko, jej czas dzialania jest znów proporcjonalny
do, logarytmu liczbyp.

'Latwo dowodzi sie, ze istnieje(p - 1)/2 niereszt kwadratowych modulop, mniejszych
od p. Ale nie wiemy, jak duza jest najmniejsza z nich. Taki algorytm moze wiec okazac
sie zn6w nieprzydatny, czas dzialania moze zn6w byc' proporcjonalny dop. Jednak
w praktyce bardzo szybko znajdujemy niereszte. Dla liczbp, mniejszych od 1000000
(pamietajac, zep == l(mod 4)), znajdujemy niereszte wsród liczb nie wiekszych od 37.

Wojciech Jeden znajszybszych algorytm6w rozkladu liczby pierwszej postaci4k + l na sume
G UZleKI kwadrat6w wyglada nastepujaco:

krok I: znajdz taka liczbe z< p, ze Z2== -1(modp),
krok II: zastosuj algorytm Euklidesa dop i Zi pierwsze dwie reszty,

mniejsze od..;p, sa liczbapli a i b.

'Krok IIjest wykonywany bardzo szybko. Przypomnijmy, na .czym polega algorytm
Euklidesa. Majac dwie liczby ro i rl (zakladamy, ze ro ~ rd wypisujemy ciag reszt
z kolejnych dzielen:
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Ewolucje w kosmosie,
czyli jak wykorzystac

grawitacje

FiZYCZnE nOWInHl

doc.

Ciekawe, jak zakodczy sie misja. Hitena.
Kierownik programu naukowego Hitena,
K. T. Uesugi twierdzi, ze hamowanie
w atmoflferze ziemskiej. jest bardzo

ryzykowne i moze skonczyl sie fAtalnie. Przypuszczamy, ze zawsze dosc szybko taka niereszte znajdZiemy. Wnioskiem z (nie
Jan KALINOWSKI udowodnionej) Uogólnionej Hipotezy Riemanna'jest oszacowanie: najmniejsza niereszta

(wg Nature z 2 sierpnia 1000 r., str, .00) jest mniejsza od 2 . (log2p)2. Jest to jednak tylkó przypuszczenie - za to skuteczne.

Jak dot ••d, Hiten spisuje flie znakomicie.
Jedynie mini-satelita wielkoiid pilki
baseballowej, który odla.czyl sie od
Hitena. w czasie pierw8zego zblizenia do
Ksiezyca, "zniknaJ" naukowcom. Juz po
jego odla.czeniu sie stwierdzono, ze uklad
telemetryczny mini-flatdity nie dzial",
pn.widlowo i nie mozna ~Iedzit go z Ziemi.

Grawitacja kojarzy sie nam zwykle
•. csym', co "prze •• kadsa" oderwa.l sie od
Ziemi. Ksieiyca, planet itp. Przeciez sondy
miedzyplanetarne wyposazone .,w silniki
koniecsne do pokonaniapnyci"gania
grawitacyjnego cial niebieskich lub do
.miany orbity. Moina jednak w tych
celach wykorzystal wlunie grawitacje.
W .tyczniu 1000r. Japonczycy wystrzelili
pierwezy pozaziemski sputnik, nazwany
Hiteo - od nazwy buddyjski,ego aniola.
Prze. sprytne wykony.taniepnyci"ga.Dia
Slo6c&, Ziemi i K.ieiyca inzynierowie
'I Instytutu Naukowego Przestrzeni
i Astronautyki maj ••nadzieje: zmusil Hitena
do wykonania se'rH skomplikowanych
ewolucji wok6l Ziem~ i Ksiezyca bez uzycia
zadnych silnik6w. Zresztllt Hiten jest
bardzo maly, jego masa wynosi zaledwie
182 kg (niewiele wie:cej niz japonskiego
zapalfniJra sumo) i nie ma odpowiednich
ku temu silniJr6w.

(por. artykul na str. 6)

Hiten zoetal wyniesiony na orbite
Ziemi przez mal •• rakiete nl\ paliwo
etale. W marcu 1900 r. przycia,ganie
grawitacyjne Ksiezyca llwycil\gnelo"
Hitena na orbite z apogeum 750 tys. km
(odlegloU Ksiezyca od Ziemi wynosi
ok. 380 tys. km). Po prawie" miesia.cach
"If'niwego" okra,zania Ziemi Hiten
przeszedl ponownie blisko Ksiezyca,
co spowodowalo zmniejezenie apogeum
orbity do 560 tye. km. Teraz sonda zbliza
sie do Ksiezyca co miesilltc. Po trzechl

zblizeniach, które nast~ily 4 sierpnia,
7 wrze Ania i 2 pudziernilca 1000 r., Ksiezyc
sRowodow&! wyrzucenie Bondy na odleglo~t
1350 tys. km od Ziemi, aby na poczC\tku
1001 r. "zlapal" go na orbite bliz8za. Ziemi.
Po serii kolejnych zblize6. do Ksiezyca
perigeum orbity zmaleje do 120 km (nie
tysiecyl). Ma to nast~il w polowic marCa
1001 T. W czasie tego zblizenia do Ziemi
oddzialywanie z g6rnymi "".arlJtwami

,a.tmosfery ziemskiej powinno spowolnil
Hitena na. tyle, aby umielfcit gow tzw.'
punkcie Lagrange'a, gdzie przycia,ganie
grawitacyjne Ziemi i Slonca równowazy
sie. Po krótkim pobycie w tym punkcie
Hiten, za pomoc~ 'flwoich miniaturowych
silniczk6w, zostalby umieszczony Da orbicie
okoloksiezycowej.
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