
Rys. 1. 'Wyrózniony okrl\g jest
retraktem paska papieru sklejonego
r;arÓwno "normalnie" (walca ber;
pode'taw). jak·! sklejonego po
puekrecen!u jednego konca o 1800
(wstegi Mobiusa).

Rys. 2

Od twierdzenia o antypodach
do twierdzenia Brouwera
dr' Krzysztof CIESIELSKI, dr Zdzi8law POGODA
Nie raz inie dwa denerwujemy aie czekaja,c na przystanku tramwa.jowym; zwlaszcza.
gdy ciekamy dlugo, aw odpowiednim kierunku kursuja dwie lub trzy linie. A gdy
w lwncu tramwaj przyjedsie, to IWa.: la nim poja.wi sie ten. drugi, a moze i trzeci.

W matematyce mozn& zaobserwowac podobne zja.wisko. Niekiedy mija. wiele czasu,
zanim uczeni upor&ja. sie z jakims problemem, ale sa. to dzieki uzyskanemu wynikowi
moin& b&rdzo l&two otrzymac wiele innych konsekwencji. Zdarza sie takse, ze pewne
'I&sadnicze twierdzenia w prosty sp986b wynikaja,I siebie nawzajem. W efekcie
w podrecznikach wy!,tepujaone prawie laWSllleobok siebie.

Jednym znajslynniejszych przyklad6w dotyczacych opwanego zjawiska jest niezwykle
wa.ine twierdzenie o punkcie stalym, udowodnione w 1910 roku przez Holendra
Luitzena Brouwera, laczone z reguly z twierdzeniem o retl'akcic. Przed sformulowaniem \
tych twierdzen ulezy jednak.podackilka. definicji.

Rozwazac bedziemy przestrzenRn, czyli zbi6r {(Zl,"" Xn) : Zi ER}.
Przez i1zl1 oznaczamy norme punktuz E Rn (czyli odleglosc punktu od
zera). Kula jednostkowa. (n-wymiarowa) w tej przestrzeni nazywamy zbiór
Kn = {(Zl, ... , z,,) E R" :z~ + ... + z~ ~ l}, sfera, n.-wymiarowa ias zbi6r
sn = {(Zl,. .. ,Zn+1) E Rn+l : z~+ ... +Z~+l = l}. Za.r6wno kula, jak i sfera,
maja srodek w pocza.tku ukiadu, w punkcieO (= (0, ... ,O)). OczywiiJcie, brzegiem
kuli n-wymiarowej jest sfera (n -l)-wymiarowa. Czytelnik, kt6ry czuje niechec do
przestrzeni o wyznych wymiarach, moze skupic swoj~ uwa.gena wymiarach 2 i 3. Tu
kula tr6jwymiar,owa to zwykla kula, jej brzeg to sfera. dwuwymiarowa, czyli zwyczajna
sfera. Kula dwuwy'miarowa to kolo, jej brzeg to sfera jednowymiarowa, czyli okrag.

Potrzebne nam jeszcze bedzie pojecie retraktu (od lacinskiego slow& "retraho" -
odciagac, zaciagac, wlec).Zbi6r A nazywamv retraktem zbioruB (zawierajacego-A),
jelli iBtnieje funkcja ciaglaf :B ~ A, na zbiorze A identvcznoicsowa(zaznaczmy,
ze ciaglosc polega, intuicyjnie, na przyporzadkowaniu bliskim argumentom bliskich
wartosci). Funkcje taka nazywamy retrakcja. Na. przyklad, zbiór [0,00) jest retraktem
R (odpowiednia retr&kcja jest funkcja.: wartosc bezwzgledna),a. zbiór {O, l} nie jest
retraktem odcinka10,1] (chcac stworzyc retrakcje musielibysmy rozerwac wykrell, a
wiec funkcja nie bylaby ciagla - formalny dowód wymaga wykorzystania. twierdzenia
o przyjmowaniu wartosci posrednich). Kolejny przyklad mozna obejrzec na rysunku 1.

Mozemy przejsc teraz do obiecanych rezultat6w. Twierdzenie Brouwera m6wi, ze
dowolna funkcja ciaglaf : Kn -+ Kn ma pl.mlctBtaly, tzn. taki punkt2:, ze f(z) = z.~
Innymi slowy, jesli bedziemy kule wyginac, sciskac, ciagnac (nie rozrywajac jej),
byleby nie wyjsc poza nia, zawsze przyn&jmniej jeden punkt pozosta.nie tam, gdzie
byl. Twierdzenie o retr&kcie stwier~za natomiast, zesfera (n - l)-wymiarowa nie jeBt
retraktem kuli n-wymiarowej,czyli ze kuli nie da. sie w sposób ciagly przeksztalcic u jej
brzeg, zostawiaja,c wszystkie punkty brzegu na swoim miejscu. Dowody tych fakt6w
nie sa l&twe, przeprowadzenie ich wymaga uzycia poka.znego ap&ratu matematycznego.
Gdy jednak ma sie jedno z tych twierdzen, blyskawicznie mozna otrzyma,C i drugie.
Wykazemy to.

Przypuscmy, ze istnieje retrakcja1': KB -+ 8n-1• Zdefiniujmy f: Kn -+ s,.-1 C Kn
wzorem: f(z) = -r(x). Funkcja ta jest ciagla i nie ma punktu stalego; istotnie, punkt
staly odwzorowaniaf musialby na.lezec do8"-1, a. tu f(:r;) = -z, bo r jest na8n-l
równa identycznosci. Jedynym punktem, dla którego z= -x, jeet O, które do sfery nie
nalezy. Wykazalismy, ze z twierdzenia Brouwera wynika twierdzenie o retJ'akcie~.

Na odwr6t: przypuscmy, ze istnieje funkcja ciaglaf :Kn -+ K", taka zeI(x) f= z dla
dowolnego z. Utw6rzmy pólprosta., rozpoczynajaca sie w punkciefez) i przechodzaca,
przez Xjpunkty te sa rózne, wiec pólprosta jest wyznaczona jednoznacznie. Poniewaz
f(x) nalezy doKn, pólprosta ma punkt wspólny ze sfera (rys. 2)j ten 'punkt oznaczamy
przez r(z). Moze sie zdarzyc, ze p6lprosta ma ze sfera dwa wsp6lne punktyj ta.ka
sytuacja zaistnieje ty lito wtedy, gdyfez) nalezy do sfery i w6wczasr(z) definiujemy
jako ten drugi punkt. Skonstruowalismy w ten spos6b funkcjel' : Kn -+ S"-l.
Opierajac sie na konstrukcji mozna latwo wykazac, ze funkcja. r jest cia,gla i ze
punktom ze sfery przyporzadkowuje je same. Jest wiec ona retrakcja kuli na sfere, co
jest niemozliwe .
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Kolejnym twierdzeniem, które "chodzi w parze" z innym, jest twierdzenie
BOTsuka-mama. o antypodach, wykazane przez Karola Borsuka i Stanislawa mama
w 1933 roku. Oba twierdzenia., tzn. twierd~enie o a.ntypodach i twierdzenie Brouwera,
maja, dwie wazne cechy najpieknicjazych twierdzen matematyki: S" ba.rdzo proBie
w sformulowaniu i niebanalnew dowodzie: Nadmienmy, ze o obu tych twierdzeniach
w Delcie juz byla mowa; bylo to jednak bardzo da.wno, w czasach, gdy niekt6rzy
z obecnych autorowDelty rOIpoczynali swoja edukacje w szkolach podstawowych.

Podajmy wiec (przypomnijmy) tak za.reklamowane twierd~enie. Mówi ono, zedla

dowolnej funkcji ciaglej I: S" -+ ROI iltniejq dwa punkt, antypodycme (tm. lezace
dokladnie naprzeciwko 6iebie), w kt6rych funkcja przyjmuje te ,ame warto/ci,' ina.czej,
istnieje z E S" takie, zef( -z) = fez). Mozn.a.to sobie wyobrazic w ten spo86b,
ze ma.my balonikw ksztalcie kuli, z kt6rego wypUlJzczamy powietrze i nastepnie
go idealnie splaszczamy. Zawsze znajda, sie wtedy punkty, które uprzednio byly na
przeciwnych biegunach balonika, a po splaszczeniu skleja, sie ze soba.

Twierdzenie to jest "stow~rzyszone" z twierdzeniem o odwzorowaniu antypodalnym.
Ono IM powiada, zejdli m < n, to nie i6tnieje lunkcja ci~gla I: S" -+ S"',
antl/Podalna (tzn. zachowujaca wltuno/c "lezen,a naprzeciwko6iebie", czyli taka, ze
I( -z) = - 1(::) dla w8zY6tkich z}. Inaczej, jelUiprzeksztalcamy w spos6b ciagly sfere
np. dwuwymiarowa na okrag, to zawsze znajda sie dwa punkty, kt6re pierwotnie lezaly
naprzeciwko siebie, a po przeksztalceniu tej. wlasno~ci miec nie beda.

I tu dowód równowaznosci nie jest zbyt trudny. Przypuscmy najpierw, ze pewna
fu.nkcja cia,glaf: S" -+ R" ma wlasnoscfez) i' le-z) dla wszystkich 'f. Okreslmy

gez) = lI~l:l:~f=:~II:Mianownik tego wyraieniajest dla wszystkich'z E S" liczba,
r6zna, od 0, wyrazenie wiec ma sens .. Wartollcig nalda, doS"-l, bo naleza doR"
i dla wszystkich z mamyIIg(z)1I= 1I/(s)_l/(_,,)IIII/(z)- I( -z)1I = l (gdyz jedna
z podstawowych wlunosci normy m6wi, ie1I~1I11 = 1~llIylldla ~ E R i 11 ER").
Ponadto fi jest funkcja ciagla (bo wiadomo, ze norma jest funkcja ciagla)
ig( -z) = -gez) dla wszystkich z, co przeczy twierdzeniu o odwzorowaniu
antypodalnym.

Na odwr6t: przypuscmy, ze istniejeI: S" -+ S'" cia,gla, taka, zeI( -:I:) = - J(z)
dla wszystkich :1:, Zbiór sm jest podzbiorem R"'+1, a zatem takie podzbioremR"
(bo m + 1 $ n, a gdy m+ 1 < n, mozemy na. ostatnich wspólrzednych dopisac zera
- np. okrag, lezacy na plaszczyznie, mozemy traktowac jako podzbi6r przestrz~ni
trójwymiarowej). Ale wobec tegofez) i' I(-z) dla wszystkich z z dziedziny, bo
gdyby dla pewnegoz bylo prawda, zeI(x) = f( -z), to z zalozenia I( -z) = - I(x),
czyli fez) = - I(z) i I(z) = 0, co jest niemozliwe, gdyzJ(z) jest elementemsm, czyli
nalezy do ,sfery o srodku w zerze. A wiec i te dwa twierdzenia latwo wynikaja z siebie
nawzajem. Trzeba tylko do kt6regos z nich dotrzec ...

Informacje o tym, ze te dwie pary twierdzen sa równowazne, znajduja sie w prawie
wszystkich podrecznikach topologii, wspominajacych o tych faktach. Sa, tam takie
i inne, bardzo ciekawe wnioskili podanych wyzej wyników. Naszym gl6wnym celem
jest natomiast zapoznanie Czytelnik6w z pewnym zjawiskiem, które w podrecznikach
znaldc jest znacznie trudniej. Okazuje sie bowiem, zeli twierdzenia Borsuka-Ulama

mozna bardzo szybko otrzymac, twierdzenie Brouwera! Co wiecej, dowód t~go wcale nie
jest trudny. W chwili obecnej jestellmy do niego odpowiednio przygotowani i mozemy
sie tym 'Zajac.

Najpierw udowodnimy lemat.
Lemat. Jezeli I: K" -+ S"-l jut funkcja ciagla, to i6tnieje takiez E S"-l, ze
fez) = I( -z).
Lemat ten m6"Yi,okreslajac to bardziej pogladowo, ze jesli funkcja cia,gla przeprowadza
kule w jej brzeg, to musi ona "skleic" dwa punkty leza,ce naprzeciwko siebie na sferze.
Wykaz,emy go za pomoca twierdzenia o antypodach. ,

Wiemy, ze sfere n.-wymiarowa moiemy otrzymac za pomoca sklejenia wzdluz brzegu ,
dw6ch kul n-wymiarowych (po uprzednim ich odp6wiednim wygieciu). Okrag
(sfere jednowymiarowa) dostaniemy po sklejeniu dw6ch wygietych odcink6w (kul
jednowymiarowych). Sfere skonstruujemy sklejajac dwa kola (rys. 3) - i tak dalej, ale
moze nie pr6bujmy sobie tego wyobrazic ... Formalnie mozemy napisac, ze

sn={(zl""'X"'VI-Ez~)}U{(Zll""Z"'- l~~Z~}'
Oznaczmypierw8zy zbi6r przezS+ (górna p6lafera), drugi przezS_ (dolna).



Rys. 5

Teraz jestesmy juz o krok od twierdzenia. Brouwera. Mianowicie z powyzszego lematu
wynika natychmiast twierdzenie o retrakcie! Istotnie, gdyby istniala retrakcja r
kuli K" na sferesn-l, spelnialaby ona, jako ·funkcja ciagla, zalozenia powyzszego
lematu. Retrakcja jednak na sferze jest identycznoscia, wiec dla wszystkich punktów
nalezacych do 8"-1 mielibysmy: r(z)= X:f: -3: == r(-z). Nie istnialby zatem punkt
ze sfery taki, zer(x) == r(-z), co przeczy te:i:ie lematu wykazanego przed chwila..
Otrzymalismy twierdzenie o retra..kcie, które, jak wykazalismy na. poczatku, jest
równowazne twierdzeniu Brouwera. Cel nasz zostal .osiagniety.

Na zakonczenie WJpada zwrócic uwage na to, ze oprócz poteznego wyniku, jakim jest
twierdzenie Borsuka.-L'lama o a.ntypodach, w dowodzie powyzszym wykorzystywalismy
jedynie elementarne fakty z matematyki (tzw. wyzszej).

Roawaim, nutowania punkt6w lobu p6leferna przestrsen o wymiarze o jeden
niHl7m WJlnac:lolU\ prl81 ••równik'" (czyli naa" x {o} _.TyS.4). IUutujemy wzdluz
proetej pr08top~ej do R" x {o}; w prapadk~!!f6l'Y dW\\W'Jmiarowej jest to rzut'
prostopadly na plaslClylne rownika. Pierwsze rzutowanie (o dJiedzin~eS+) oznaczmy
pnel ~+> dr11gie(o dziedzinieS_)prsez 'P-. Mamy

~+ ((~1"" ,z"' 1- ~ z~ ) = (ZA, ..• ,Zn),.=1 I

~- ( ('h,...,z"' -Jl --Ez~) ) = (z1, ... , Z,,) .

Obie te funkcje przyjmuja wartosciwK" (bo xl + ... + z~ $ 1) i 8a. - jako rzutowania
- ciagle. Ponadto na czesci wspólnej obu pólefer (czyli na sferzeS"-\ tam, gdzie
ostatnia wspólrzedna równa jestO) aa, one takie same i r6wne funkcji identycznoociowej.
Zdefiniujemy dwie nowe funkcje prowad~ace zK" do K". Niech f+(z) = fez),

. zas /_(z) = IIzll/(z). Jezeli teraz rozwazymy dwa zlosenia: (/+ o ~+}i(1- o ~-),
to latwo zauwazymy, ze czescia wspólna ich dziedzin jestS"-l. Tu zas funkcje
~+ i ~_ sa identycznosciami i w konsekwencji zarówno /+ o ~+, jaki1- o p-
przyjmuja dla punktów nalezacych doS,,-l takie same wariol!ci (zgodnie z definicjami,
1ft (~+(z)) = I+(z) = I(z) i 1- (~_(z)) = /_(z) == IIzll/(x) = I(x), gdyz S,,-l jC8t
brzegiem K" i dla punktu ,z nalezacego dosn-l norma:r. wynosi l). Dziedzina,
pierwszego zlozenia jest g6rna pólefera, drugiego - dolna, na czesci wspólnej tych
pólsfer wartosci obu zlozen sa takie same, mozemy zatem okreslic kolejn""

funkcje: F: S" --+ Kn C R"j dla punktu z z górnejpólsfery definiujemyF(z) jako
(1+ o ~+) (z), z dolnej zas jako(1- o ~_) (x). Ze wzgledu na wykazana, powyzej
wlasnosc F jest zdefiniowana poprawniej w matematyce takieF nazywa sie sklejeniem
(f+ o ~+) oraz (1- o ~_). Obie "klejone" funkcje sa (na odpowiednich póleferach)
ciagle, jako zlozenia fuakcji ciaglych. Calkiem elementarnie mozna na podstawie
tego udowodnic, ze takte funkcjaF jest ciagla. Mamy zatem ciagle odwzorowanie
F : sn --+ R" i w tej chwili przygotowalismy grunt Q.oskorzystania z twierdzenia
o antypodach. Na jego mocy musi istniec taki punkt z ES", ze F(x) = F( -x).
Punkt taki musijednak nalezec doS,,-l! Dzieje sie tak dlatego, ze gay wezmiemy
dwa punkty antypodalne, to jeden z nich nalezy do górnej pólefery, a drugi do dolnej.
Wartosci funkcji F na tych argumentach sa r6wne, a wiec i ich normy tez. Zgodnie
z definicja F dla punktu z z górnej pólsferyIIF(x)1I = III (p+(z» II = 1, gdyz f
przyjmuje wartosci na sferze jednostkowej, natomiast dla punktux z dolnej p6l.efery
mamy IIF(z)1I= IIrp-(z)lIl1/(rp.,..{z» II, ta wartosc jest równa, jeden tylko wtedy,
gdy 1I~_(z)1I== l, czyli rp_ex) musi nalezec do sferysn-l, a wiec na mocy definicji' ,
rp_ punkt z musi nalezec do sferyS"-l. Znalezlismy wobec tego z nalezacy do
S,,-l (wtedy takze i-2< E S"-l) o wlasnosci1<'(x) = F( -z) (por. rys. 5). Ostatnie
wspólrzedne punktów z i -z (w przestrzeni R"+1) sa zerami, punkty te naleza do 8+
i mamy rp+(z)"= z, ~+(-z) = -x. Oznacza to, zeF(x) = 1+ (~+(z» = f+(x) = /(x),

zas F(-z) = 1+ (rp+(-z» = I+(-x) = I(-x). Wykazalismy zatem, zeJ(x) = I(-x)
i w ten sposób doszlismy do tezy naszego lematu.
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Rys. 2
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Rys. 1

Przyjecie zalotenia o calkowitym
zachmurzeniu oznacza,te lwiatlo jest
zupelnie rozproszone, a zatem strumieI1
'wiatla na jednostke kata brylowego
nie zalety od kierunku. Oznaczmy
przez ~ wartoll~ strumienia Iwiatla
w jednostkowym kacie brylowym i
padajacego na jednostke powierzchni
otworu. W nieobecnool'ci soczewki na

dno pudla padaja promienie 'wietlne
pochodzace z kata brylowego o ,
rozwartool'ci O ~ So/h' (rys. 1), gdzie
przez So oznaczyli1lmy powierzchnie
otworu. Zatem w tym przypadku
natetenie olwietlenia dna wynosi

El ='~ . O = ~So .
h'

Soczewka zbiera w swojej plaszczy tnie
ogniskowej (pokrywajacej sie z d.nem
pudla) promienie 'wietlne pochodzace
z pewnego kata brylowegow (rys. 2),
powierzchnia ooI'wietlonego obszaru
wynosi zali

s = h'w.

Tym samym strumieI1 'wiatla dany
jest przez iloczyn ~'= ~ . So . w,
a ollwietlenie

E, = ! = ~So = El .
S h'

A zatem natetenie olwietlenia dna
pudla pod otworem nie ulegnie zmiani •.
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