Od twierdzenia o antypodach
do twierdzenia Brouwera
dr Krzysztof CIESIELSKI, dr Zdzstaw POGODA

Nie raz i nie dwa denerwujemy szie csekajac na priystanku iramwajowym; swlaszcsa
gdy csekamy dlugo, a w odpowiednim kierunku kursuja dwie lub trsy linie. A gdy
w koficu tramwaj prayiedzie, to xaras sa nim pojawi sie fen drugi, a mofe i trseci.

W matematyce moina saobserwowaé podobne sjawisko. Niekiedy mija wiele csaau,
zanim ucseni uporaia si¢ % jakimé problemem, ale 5a to dsieki usyzkanemn wynikowi
moina bardso latwo otrsymaé wiele innych konsekwencji. Zdarsa sie takie, e pewne
gasadnicze twierdzenia w prosty sposéb wynikaja = siebie nawzajem. W efekcie

w podrecznikach wystepuja one prawie sawsse obok siebie.

Jednym z najstynniejezych przykladéw dotyczacych opizanego giawiska jest niezwykle
wasne twierdzenie o punkcie stalym, udowodnione w 1910 roku przez Holendra

Luitzena Brouwera, lacsone s reguly z twierdzeniem o retrakcie. Przed sformulowaniem
tych twierdzed naleiy jednak,podaé kilka definicji.

Roswaiaé bedziemy prsestrzei R", cayli sbiér {(z1,...,%a) : 2: € R}.

Przez ||z|| oznaczamy norme punktu z € R™ (cayli odleglodé punktun od

zera). Kulg jednoastkowa (n-wymiarowa) w tej przestrzeni nasywamy zbiér

K™ = {(21,...,2.) ER™ : 2] +...+ 23 < 1}, sfera n-wymiarows sad zbi6r

8" = {(z1y-e»Bat1) ER™ 1 2} 4+ ... 422, =1}. Zaréwno kula, jak i sfera,
maja érodek w pocsatku ukiade, w punkcie 0 (= (0,...,0)). Ocsywidcie, brzegiem
kuli n-wymiarowej jest sfera (n — 1)-wymiarowa. Csytelnik, ktéry czuje niecheé do
przestrzeni o wyiszych wymiarach, moie skupié swoja uwage na wymiarach 21 3. Tu
kula tréjwymiarowa to zwykia kula, jej brreg to efera dwuwymiarowa, cayli swyczajna
sfera. Kula dwuwymiarowa to kolo, jej brseg to sfera jednowymiarowa, cayli okrag.

Potrzebne nam jeszcze bedzie pojecie retraktu (od lacifiskiego slowa ,retraho™ -
odciagaé, zaciagaé, wlec). Zbiér A nazywamy retroktem zbioru B (zawierajacego A),
Jesli istnieje funkeja ciggle f : B — A, na zbiorze A identycznodciowa (zaznaczmy,
de ciagloédé polega, intuicyjnie, na prsyporzadkowaniu bliskim argumentom bligkich

Rys. 1. Wyréiniony okrag jest wartodci). Funkcje taka nazywamy retrakcja. Na prayklad, zbiér [0, co) jest retraktem
pekeakhem pasin pupbers dkic)cmegn R (odpowiednia retrakcja jest funkcja: wartedé bezwzgledna), a zbiér {0, 1} nie jest
;?;::::}"";:;T:t‘l:oi;:’h:ob“ retraktem odcinka [0, 1] (chcac stworzyé retrakcje musielibyémy rozerwal wykres, a
praekrecenin jedness kofica o 180° wiec funkcja nie bylaby ciagla — formalny dowéd wymaga wykorsyetania twierdsenia
(wstegi Mébiusa). o prayjmowaniu wartoéci podrednich). Kolejny przykiad moina obejrzeé na rysunku 1.

Mozemy przejéé teraz do obiecanych rezultaiéw. Twierdzenie Brouwera méwi, ze
dowolna funkcja cigola f : K™ — K™ ma punkt staly, tzn. iaki punki z, Ze f(z) = z.
Innymi slowy, jedli bedziemy kule wyginaé, éciekaé, ciagnaé (nie rozrywajac jej),
byleby nie wyjéé poza nia, zawsze przynajmniej jeden punkt pozostanie tam, gdzis
byl. Twierdzenie o retrakcie stwierdza nalomiast, fe sfera (r — 1)-wymiarowa nie jest
retraklem kuli n-wymiarowej, czyli Ze kuli nie da si¢ w eposéb ciggly przeksztalcié na jej
() brzeg, zostawiajac wezystkie punkty brzegu na swoim miejscu. Dowody fych faktéw
nie 83 Yatwe, przeprowadzenie ich wymaga nzycia pokafnego aparatu matematycsnego.
¥ Gdy jednak ma si¢ jedno z tych twierdzen, blyskawicznie moina ctraymacé i drugie.
Wykaiemy to.

Praypubémy, 3e istnieje retrakcja r : K™ — S™~1. Zdefinivjmy f: K" — §*~ ' c K
wzorem: f(z) = —r(z). Funkeja ta jest ciagia i nie ma punktu stalego; istotnie, punkt
staly odwzorowania f musiatby naleieé do ™!, a tu f(z) = —z, bo v jest na S™~!
réwna identycznodei. Jedynym punktem, dla ktérego z = —z, jeat 0, ktére do sfery nie
nalezy. Wykazalidmy, ze z twierdsenia Brouwera wynika twierdzenie o retrakeie.

Na odwrét: przypuéémy, ie istnieje funkeja ciagla f: K™ — K™, taka de f(z) # z dla
dowolnego z. Utwérzmy pélprosta, rozpoczynajacs si¢ w punkcie f(z) i praechodzaca
przez z; punkty te 83 réine, wigc péiprosta jest wyznaczona jednoznacznie. Poniewag
f(z) nalezy do K", pélprosta ma punkt wspélny ze sfera (rye. 2); ten punkt oznaczamy
przez r(z). Moie sie zdarzyé, ie pélprosta ma se sfera dwa wspélne punkty; taka
sytuacja saistnieje tylko wtedy, gdy f(z) naleiy do sfery i wéwezas r(z) definivjemy
jako ten drugi punkt. Skonstruowalismy w ten sposéb funkcje r : K™ — %71,
Opierajac sie na konstrukc]i mozna latwo wykazaé, ie funkcja r jest ciaggla i 2e
punktom ze sfery przyporzadkowuje je same. Jeat wiec ona retrakcja kuli na sfere, co
jest niemozliwe.
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Kolejnym twierdzeniem, ktére ,chodsi w parse” s innym, jest twierdzenie
Borenka-Ulama o antypodach, wykazane przes Karola Borsuka i Stanistawa Ulama

w 1933 roku. Oba twierdzenia, tsn. twierdzenie o antypodach i twierdzenie Brouwera,
maja dwie waine cechy najpiekniejssych twierdzed matematyki: sy bardzo proste

w eformulowaniu i niebanalne w dowodszie. Nadmiefimy, #e o obu tych twierdseniach
w Deleie jui byla mows; bylo to jednak bardzo dawno, w czasach, gdy niektéray

z obecnych autoréw Delty roxpocsynali swoja edukacje w sskotach podstawowych.

Podajmy wiec (praypomnijmy) tak sareklamowane twierdzenie. Méwi ono, e dla
dowolnes funkeji ciggles [ : S™ — R™ istniejq dwa punkly antypodycane (tan. lezqce
dokladnie naprzeciwko aiebie), w kidrych funkcja prazyjmuje te same wartodei; inacsej,
sstnieje 2 € S" takie, e f(—z) = f(z). Mosna to sobie wyohrasié w ten sposéb,

ie mamy balonik w kestalcie kuli, 3 ktérego wypussczamy powietrse i nastepnie

go idealnie splaszczamy. Zawsse snajda si¢ wtedy punkty, ktére uprzednio byly na
przeciwnych biegunach balonika, a po splasscszeniu skleja sig ze soba.

Twierdzenie to jest ,stowarsyszone” z twierdseniem o odwsorowanin antypodalnym.
Ono zaé powiada, #e jedli m < n, to nie istnicje funkeja ciggla f: S™ — S™,
antypodalna (1an. zachowujgca wiasnodé ,leienia naprzeciwko siebie”, cayli taka, se
f(—2) = —f(z) dla wazyatkich z). Inacsej, jedli praeksstalcamy w sposéb ciagly sfere
np. dwuwymiarowa na okrag, to sawsse snajda si¢ dwa punkty, ktére pierwotnie lezaly
naprzeciwko siebie, a po przeksztalceniu tej wlasnoéci mieé nie beda.

I tu dowdd réwnowainofci nie jest zbyt trudny. Praypuéémy najpierw, e pewna
funkcja ciagla f : S — R™ ma wiasnob f(z) # f(—z) dla wssystkich z. Okreélmy
9(z) = phrs4==>ty. Mianownik tego wyraienia jest dla wezystkich z € S™ liczba
réing od 0, wyrazenie wigc ma sens. Wartodci ¢ naleia do §"~}, bo naleia do R™
i da wesystkich z mamy |ig(z)|| = =yl /(2) — f(—2)|| = 1 (gdyi jedna

3 podstawowych wiasnoéci normy méwi, de |[Ayj| = |Al[|ly|| dla A € R iy € R").
Ponadto g jest funkeja ciagly (bo wiadomo, e norma jest funkcja ciagla)

i g(—z) = —g(z) dla wszystkich z, co przeczy twierdzeniu o odwzorowaniu
antypodalnym.

Na odwrét: prsypuéémy, ie istnieje f : S™ — S™ ciagla, taka, ie f(—z) = —f(z)

dla wszystkich z. Zbiér ™ jest podzbiorem R™*!, a satem takie podsbiorem R™
(bo m+1< n, agdy m+1 < n, moiemy na ostatnich wapéirsednych dopisaé sera

— np. okrag, leiacy na plaszczyénie, mofemy traktowad jako podsbiér przestrzeni
tréjwymiarowej). Ale wobec tego f(z) # f(—z) dla wszystkich z s dsiedziny, bo
gdyby dla pewnego z bylo prawda, ie f(z) = f(—z), to & zaloienia f(—z) = - f(z),
czyli f(z) = —f(2) i f(z) =0, co jest niemoiliwe, gdys f(z) jest elementem S™, cayli
nalezy do sfery o drodku w zerze. A wiec i te dwa twierdzenia latwo wynikaja z siebie
nawszajem. Trzeba tylko do ktéregoé 3 nich dotrzeé...

Informacje o tym, e te dwie pary twierdzes s3 réwnowaine, znajduja sie w prawie
wegystkich podrecznikach topologii, wepominajacych o tych faktach. S tam takie

i inne, bardzo ciekawe wnioski 2 podanych wyiej wynikéw. Naszym gléwnym celem
jest natomiast sapoznanie Caytelnikéw = pewnym zjawiskiem, ktére w podrecznikach
gnalefé jest znacznie trudniej. Okazuje sie bowiem, 2 # twierdzenia Borsuka—Ulama
mozna bardzo szybko otrsymaé twierdzenie Brouwera! Co wiecej, dowéd tego wcale nie
jeat trudny. W chwili obecnej jesteémy do niego odpowiednio praygotowani i mozemy
sie tym zajaf.

Najpierw udowodnimy lemat.

Lemat. Jezeli f: K™ — S™! jest funkcjq ciggla, to isinieje takie z € S™1, e
1(z) = £(~2).

Lemat ten méwi, okreslajac to bardsiej pogladowo, fe jedli funkcja ciagla praeprowadsa
kule w jej brzeg, to musi ona ,sklei¢” dwa punkty leiace naprzeciwko siebie na sferze.
Wykaiemy go 2a pomocy twierdsenia o antypodach. ]

Wiemy, e sfere n-wymiarowa moiemy otrzymaé za pomocs sklejenia wadtuz brzegu
dwéch kul n-wymiarowych (po uprzednim ich odpowiednim wygieciu). Okrag

(sferq jednowymiarowa) dostaniemy po skiejeniu dwéch wygietych odcinkéw (kul
jednowymiarowych). Sfere skonstruujemy sklejajac dwa kola (rys. 3) - i tak dalej, ale
moze nie prébujmy sobie tego wyobrazié. .. Formalnie moZemy napisaé, ie

sn={(ﬁv”vaﬂiggé)}u{(mpuﬁﬁ_vﬁjzgg)}.

Oznaczmy pierwszy zbiér przez S+ (gérna pélsfera), drugi przez S~ (doina).



Roswligsanie sadania F 396.
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Preyjecie salotenia o calkowitym
rachmurseniu osnacra, de dwiatlo jest
rupelnie roxproszone, a zatem strumierd
dwiatla na jednostke kata brylowego
nie zalety od kierunku. Oznaczmy
prrer o wartodé strumienia dwiatla

w jednostkowym kacie brylowym i
padajacego na jednostke powierzchni
otworu. W nieobecnodci soczewki na
dno pudia padaja promienie fwietlne
pochodsace & kata brylowego o
rozwartodci {1 =~ Sp//h? (rys. 1), gdsie
prees So osnaczylifmy powierzchnie
otworu. Zatem w tym przypadku
natgienie ofwietlenia dna wynosi
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Soczewka rbiera w swojej plassczydnie
ogniskowej (pokrywajacej sie & dnem
pudla) promienie dwietlne pochodrace
t pewnego kata brylowego w (rys. 2),
powierschnia ofwietlonego obszaru
wynosi sad

Ey=ea-0] =

§=h%
Tym samym strumieri dwiatla dany
jest prres iloczeyn & = o - Sp - w,
a ofwietlenie

‘5 0.“"'0

Ey=—=——=E;.
W z

A ratem nateienie odwietlenia dna
pudla pod otworem nie ulegnie smianie

Roswaimy rsutowania punktéw s obu pélsfer na preestrzefi o wymiarse o jeden
nifssym wysnacsona prses ,réwnik® (csyli na R™ x {0} - rys. 4). Rautvjemy wsding
prostej prostopadlej do R™ x {0}; w prsypadiu efery dwowymiarowej jest to rzut
prostopadly na plassczysne réwnika. Pierwese rsutowanie (o dziedzinie $,.) oznaczmy
peses 4, drugie (o dsziedsinie S_) praes o—. Mamy

v ((z;,...,:..q/l—;);:? }) % (Biyeey il
- ((z;,...,z..,—dl—gz‘? ') =i(iyusayTns

Obie te funkcje przyjmuja wartodci w K™ (bo z] + ...+ 23 < 1) i e3 — jako rzutowania
— ciagle. Ponadto na czeéci wapélnej obu pélsfer (cayli na sferze S™~*, tam, gdzie
ostatnia wepdlrsedna réwna jest 0) sa one takie same i réwne funkcji identycanodciowej.
Zdefiniujemy dwie nowe funkcje prowadzace 8 K" do X". Niech fi(z) = f(z),

zaé f_(z) = ||z||f(z). Jeieli teras rozswaiymy dwa slozenia: (fy o py)i (f-o0p-),

to latwo zauwaiymy, ie creécia wspdlng ich dsiedzin jest ™', Tu zaé funkcje

w4+ 1 p_ 83 identycsnodciami i w konsekwencji saréwno fir o0 o4, jaki f_ o
przyjmuja dla punktéw naleiacych do S™~' takie same wartoéci (sgodnie z definicjami,
S (0+(2)) = £1(2) = £(2) i J- (p-(2)) = f(z) = =]} (z) = £(2), gdyi 5~ jest
brzegiem K™ i dla punktu z naleiacego do S™ ! norma z wynosi 1). Dsiedzing
pierwszego sloZenia jest gérna pélsfera, drugiego — dolna, na czedci wapdinej tych
pélsfer wartoédci obu sloien s takie same, mosemy zatem okreslié kolejna

funkcje: F :8™ — K™ C R"; dla punktu z 3 gérnej pélsfery definivjemy F(z) jako
(f+ © ©+)(z), 5 dolnej zaé jako (f- 0 p_)(z). Ze wzgledu na wykazang powyiej
wlasnoéé F jest zdefiniowana poprawnie; w matematyce takie F nazywa sig sklejeniem
(f+ o p+) oraz (f— o p_). Obie ,klejone” funkcje 22 (na odpowiednich pélaferach)
ciagle, jako zloienia funkcji ciaglych. Calkiem elementarnie mozna na pedstawie

tego udowodnié, ze takie funkcja F jest ciagla. Mamy zatem ciagle odwzorowanie
F:8" - R" i w tej chwili przygotowaliémy grunt do skorzystania z twierdzenia

o antypodach. Na jego mocy musi istnieé taki punkt z € §®, ze F(z) = F(—z).

Punkt taki musi jednak naleseé do S™~!! Dzieje sig tak dlatego, ze gdy wefmiemy
dwa punkty antypodalne, to jeden z nich naleiy do gérnej pélsfery, a drugi do dolnej.
Wartodei funkeji F' na tych argumentach s3 réwne, a wiec i ich normy tez. Zgodnie

z definicja F dla punktu z 3 gérnej péisfery ||F(z)|| = ||f (0+(z)) || = 1, gdys f
przyjmuje wartodci na sferse jednostkowej, natomiast dla punktu z z dolnej pélsfery
mamy ||F(z)|| = |le-(2)|lIIf (v-(z)) ||, ta wartosé jest réwna jeden tylko wtedy,

gdy |le-(2)|l = 1, czyli p—(z) musi naledeé do sfery S"~*, a wiec na mocy definicji
©— punkt z musi nalezeé do sfery S"~'. Znalefliémy wobec tego z naleiacy do

5"~! (wtedy takiei —z€ " ') o wla.snodm F(z) = F(—z) (por. rys. 5). Ostatnie
wepdlirzedne punktéw z i —z (w przestrzeni R"'H) 83 zerami, punkty te nalexa, do S;+
i mamy p4(z) = 2, p4(—2) = —z. Oznacza to, ze F(z) = [ (o+(2)) = f+(z) = f(=z),
zaé F(—z) = f4 (v+(—2)) = f+(—2) = f(—z). Wykazaliémy zatem, e f(z) = f(—=z)

i w ten sposdb doszliémy do tezy naszego lematu.

FiaTlsy

Rys. 5 e

Teraz jestesmy juz o krok od twierdzenia Brouwera. Mianowicie z powyzZszego lematu
wynika natychmiast twierdzenie o retrakcie! Istotnie, gdyby istniala retrakcja r

kuli K™ na sfere $”~}, spelnialaby ona, jako funkcja ciagla, zaloZenia powyzazego
lematu. Retrakcja jednak na sferze jest identycznodcia, wigsc dla wezystkich punktéw
nalezacych do ™! mielibyémy: r(z) = z # —z = r{—z). Nie istnialby zatem punkt
ze sfery taki, ge r(z) = r(—z), co przeczy tezie lematu wykazanego przed chwila.
Otrzymaliémy twierdzenie o retrakcie, kiére, jak wykazalidmy na poczatku, jest
réwnowaine twierdzeniu Brouwera. Cel nasz sostal osiggniety.

Na zakoficzenie wypada zwrécié uwage na to, fe oprocz poteinego wyniku, jakim jest
twierdzenie Borsuka-Ulama o antypodach, w dowodzie powyiszym wykorzystywalifmy
jedynie elementarne fakty z matematyki (tzw. wyiszej).
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