
Dwie szpilki i nitka
. to przyrzl\d, za pomoca kt6rego mozna na.rysowac
elipse. Wystarczy konce nitki przywiazac
do wbitych w stól (moze lepiej wziac jakl\S
podkladke, np. kawalek grubej tektury czy dykty)
szpilek i narysowac to, co zakresli napinajacy
nitke olówek. Elipsa jest zatem wyznaczona przez
dwa punkty (nazywane ogniskami) i dlugosc nitki.,
Juz z tego okreslenia wynika, ze elipsa ma dwie
osie symetrii. Kazda bowiem symetria, kt6ra
ma nalozyc elipse na nia sama, musi nakladac
ogniska na ogniska. A uklad dwóch punkt6w
ma dwie osie symetrii: prosta zawierajaca te
dwa punkty i symetralna tych punkt6w. Cieciwa
elipsy zawarta w pierwszej z nich nazywa sie duza
osia elipsy, a zawarta w drugiej - mala osia. Osie
symetrii elipsy sa prostopadle (w ogóle jesli figura
ma dokjadnie dwie osie symetrii, to musza one
byc prostopadle - dlaczego?). Elipsa ma wiec
srodek symetrii - ich punkt przeciecia.

Punkty lezace na koncach osi elipsy nazywaja sie
jej wierzcholkami. Sprawdzmy, jak daleko leza od
srodka elipsy wierzcholki na duzej osi. JesliFl
i F2 sa ogIliskami elipsy,D - jej srodkiem, a Al
i A2 wierzcholkami na duzej osi, to, oczywiscie,
OAl = OA2• Oznaczmy dlugosc tego odcinka
przez a. Okazuje sie, ze2a to dlugosc nitki.
Istotnie, gdy rysujacy elipse olówek znajdzie sie
w Al, cala. nitka bedzie miala dlugosc

AlFl + AlF2 = AlFl + AlFl + FlF2 =
=~~+~A+~A=~~+~~+A~=

= AlA2= 2· DAl

(AlFl = A2F2' bo D jest srodkiem symetrii).
Nitka ma zatem dlugosc taka, jak duza os elipsy.

Wierzcholki duzej osi sa punktami elipsy
polozonymi najblizej ognisk. Rzeczywiscie-
narysujmy okrag o srodkuFl przechodzacy przez
Al, Dowolny jego punkt X spelnia nierównosc

XFl +XF2 = AlFl +XF2 < 2a,

bo XF~dest krótszy odAlF2' Zatem punkt X
lezy wewnatrz elipsy.
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Przez dowolny punkt elipsy mozna cyrklem
i-linijka poprowadzic do niej styczna i to nie
wykorzystujac wcale samej elipsy, a tylko jej
ogniska i dlugosc jej duzej osi (czyli dlugosc
nitki) ..

Narysujmy dwusiecznak kata zewnetrznego
trójkata F1PF2 przy wierzcholku p, gdzie P
jest dowolnym punktem elipsy (sagla elipsa
nie musi wcale byc narysowana) - to wlasnie
jest styczna do elipsy w punkcieP (dwusieczna
kata mozna, oczywiscie, narysowac cyrklem
i linijka). Dlaczego jest to styczna? Narysujmy
obraz sym~trycznyF~ ogniska F2 wzgledemk.
Oczywiscie,

FIF~ = F1P+ PF~ = F1P+ PF2 = 2a,

bo P lezy na elipsie. Wezmy teraz dowolny inny
punkt p' prostej k. Mamy

F~P' + p' F2 = F1P' + p' F~> FIF~ = 2a,
a wiec punkt p' lezy na zewnatrz elipsy.

Cyrkiel i linijka wystarczaja równiez do
wykreslenia stycznej do elipsy przechodzacej
przez dowolny punktp' le~~y. na. zewnatrz elipsy.
Obrane oznaczenie wskazuje, ze skorzystamy
z poprzedniego rozwazania. I znów wcale nie
bedzie nam potrzebna sama elipsa, lecz tylko
jej ogniska i dlugosc duzej osi. Poszukamy
mianowicie punktu F~. Wiemy juz, zeFIF~ = 2a,
wiemy tez, zep' F2 = p' F~. Zatem wystarczy
narysowac okrag o srodkuFI i promieniu 2a
i okrag o srodkup' i promieniu p' F2• Ich
przeciecie to wlasnie punktF~,a przeciez
styczna jest symetralna tego odcinka. A ze
otrzymalismy dwa punkty? Nic dziwnego -
przeciez przez punkt na zewnatrz elipsy mozna
do niej poprowadzic dwie styczne.
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Jak widac, dwa ogniska i dlugosc duzej osi, czyli dwie szpilki i nitka, wystarczaja do tego, by kreslic osie
symetrii elipsy, jej wierzcholki (dwa znalezlismy - jak znalezc, bez rysowania elipsy, dwa pozostale?),
a takze styczne do elipsy..

Dalsze konstrukcje zechca, Czytelnicy obmyslic sami. Dobrze jednak, gdy najpierw udowodnia, dwa proste twierdzenia (proste,
bo ich dowód nie jest bardziej skomplikowany od podanych wyzej).
Pierwsze jest takie: A oto drugie (tu juz trze'ba samemu):
Rzut y ,prostokatne ognisk na wszystkie styczne do elipsy leza Punkty, z których widac elipse pod katem prostym, tworza
na jednym okregu- jest to najmniejszy okrag zawierajacy okrag.
elipse

(w istocie dowód jest juz prawie zrobiony, wystarczy n,a
jednym z poprzednich rysunk6w dorysowac jedna linie -
ale na kt6rym?).
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