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Tozsamosci Eulera mgr Jarostaw GORNICKI

Otiagniecia Leonharda Eulera (1707 - 1783) w matematyce 83 tak wielkie, de trudno
e jest wekazal najwasniejsze z nich. Prayjrsyimy sie kilku toisamoéciom.

Podstawowe wlasnodei funkcji ¢, w tym W teorii licsb wagna role cdgrywa funkcja, zwana ohecme funkcja ,dzeta” Riemanna
hipoteze Riemanna, preedstawili

E.T. Whittaker, G.N. Watson w Kursie (1) (a) E 0

analisy wspGiczesnes cx.Il, PWN 1968, ke

Roswaimy ja dla 1 < s. Wéwczas szereg po prawej stronie (1) jest zbieiny, co wynika
2 oggacowania
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Zaskakujacy swiazek funkcji ¢ z wesystkimi liczbami pierwszymi p; < pz < ... odkryt
‘Euler (1737r.) w poetaci réwnoéci
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Bailsshile ssdanie a0, Réwnoéé ta stanowi podstawe ana.htycsne] teorii liczb. Aby ja sprawdzié, zauwaimy, e

W stadym jednorodnym polu Po prawej stronie (2) wystepuje iloczyn sum ciagéw geometrycanych

magnetycznym ruch czastki 1 1 1 1

naladowanej jest sloteniem ruchu po 1+IJ_+PQ'+F+".=1—-¥-’ k=1,32,..., 8>1.

okregu prostopadlym do kierunku = E k P

pola B, zachodracego & czestodeia Poniewas wystepujace tu szeregi geometryczne o wyrazach dodatnich sa zbieine (ich
" cyklotronows w = ¢B /m oras sumy sa skoficsone), wiec mosemy je mnoiyé wyraz po wyrasie. Otrzymamy wtedy

ruchu prostoliniowego ze stala,

predkodeia (skiadowa réwnolegla
3
do wektora B ). Mimo ie w chwili ) H (1 == ) Z (pm.p p3 ___,,g‘m 3
poctatkowej nie mamy jesscze ruchu k=1
cyklotronowego (nie ma skladowej gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wslysthe mozliwe réine kombinacje wykladnikéw
predkodci prostopadiej do B, sila 0y,03,...,0m, m=1,2,.... Wobec jednoznacznoéci rozkladu liczb naturalnych

Lorentza réwniei wynosi zero), to ruch na czynniki pierwsze, szereg po prawej stronie réwnoéci (3) jest identycany

ten pojawi si¢ jui po infinitezymalnie z sgeregiem (1), co dow i poprawnoéci wzo
krétkim crasie At (patrs rysunek), &l ( )' odsi pop e (2}‘

pojawi si¢ réwniei sila Lorentza. Z réwnoéci (2) wynika réwnies, Ze liczb pierwssych jest nieskoriczenie wiele.

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem wartodci funkeji
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g(2)—1+22+-§2—+....

W latach 1728 — 1729 obliczono ja 3 dokladnoicia do 0,01 (Ch. Goldbach,
D. Bernoulli), zaé w 1730 r. James Stirling podal wartoéé tej sumy z oémioma
dokladnymi snakami dziesigtnymi. Dopiero Euler (1735 r.) obliczyl kolejno, e
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Moina pokazaé (patrs margines na §(4) d+ 2_4 i 3_4 i ~90°?

stronie 12), ie jedli predkodé v € wR, = iieieesesas b T e L i
to czastki poruszad sie beda po orbicie, ?.i do wartodci ¢ (]_ 2),

ktéra wynika ze sloienia ruchu po

okregu o promieniu bardro bliskim R Oto elementarne uzasadnienie réwnoéci

i ruchu eyklotronowego z crestodcia oo 1 33
w wokél linii pola B (po okregu o §(2] = k_2 = 2"
promieniu v? /(w?R) € R). Ale to nie —t

wezystko. Jedli ceastki poruszajs sie po Pun} sgeia bedsi .
okregu o frednim promieniu R, to musi tem wyjicia 3ie nier6wnosé

. . - = ¥ m
wystapi¢ sila dofrodkowa utrzymujaca sinz<z<tgz prawdziwadla 0<z< —.
je na tej orbicie kolowej. Jest to 2
skladowa radialna sily Lorentza. Daje 7 niej latwo otnymujemy

ja skladowa predkodci vy, poniewas B 2 1 2 s
ma kierunek stycsny do okregu. Stad: ctg'z < — <1l+ctg-z, 0<z< 7"
mv? _ Busq , ceyli vy = mv®  Jegeli nieréwnodci te wypiszemy d.la liczb zz = 3_‘“ ,k=1,2,..., m, anastepnie
R ¢RB dodamy je stronami, to otrzymamy
Jest to wladnie frednia predkodé =
unoszenia plasmy w kierunku osi z, kr (2m + 1)9
poza plaszczyzng torusa. ;cts Im + 1 Z i <m-+ Z ctg T—
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Gdybyfmy chcieli wykorsysta® ten
waér do oblicsenia wartofel w = duks
dokladnodcis, warto sastosownd
nPrayspiessenie (sumowania)”
preedstawione w Delcie 9/1088.
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Roswiasanle sadania F 303.
Cidnienie w praerwie s powietrsem
réwne jest cigiarowi slupa ciecsy

nad praerws podszielonemu prres
powierschnie przekroju rurki. Prey
smianie temperatury smieni sig
saréwno wysokod¢ slupa cieczy, jak
ijego gestodé, ale masa i ciekar
pozostans takie same. Poniewas
rozsserzalnodé cieplns rurki moina
saniedbaé (wobec rossserzalnodci
ciecxy), wiec cifnienie w praerwie

po tanie bes i Stosujac

do powietrea réwnanie stanu gasu
doskonalego (pV ~ T') snajdujemy, e
stosunek objetodci sajmowanych praes
powietrse w réinych temperaturach

jest réwny stosunkowi tych temperatur.
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Licsby Bernoulliego to licsby wymierne

wytnacrone praes J. Bernoulliego
w 1713 r. Ich wartodci pocsatkowe sa
nast¢pujace:

Bo=1,B1=-4,Ba= ¢,
By=Bg=By=...=0, Biz-#,
Bg = -.l’-....

Liczba ¢(3) jest niewymierna
(Apery, 1978).

" Poniewas

_ m(2m—1)
Z S 2m g

(dowéd tej réwnodci podamy w dalﬂej czedci), wiec

m(zr:—l} {2m+1} Zg P +m(2rr3;—1) m(2n;+2)
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Przechodsac teras 2 m — +oco otrsymujemy oaekiwa.na réwno#éé
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Poszostaly nam do usasadnienia dwa fakty.
1. Dla0 < z < § mamy sinz < z < tgz.
Dowéd. W kole o promieniu r > 0 rozpatrzmy kat ostry o mierse lukowej z,
cieciwe AB i stycsng AC do okregu w punkcie A (rysunek). Wéwcsas

| A OAB| < pole wycinka kolowego AOB < |A OAC|,

ceyli
1 1 1
Er’ sinz < Ef’s < i-f’tgz,

ekad otrsymujemy tese.

L
2. E ctgz kw m!ﬂﬂ— I
E=1
Dowéd. Korsystajac ze wzoru de Moivre’a i wzoru Newtona mamy
coaup-f- isinnp = (cosp + isinp)" =
= gin" p(ctg @ + i)™ = sin pz( )i“ctg"""p .
k=0

Poréwnujac czeéci urojone tych liczb dostajemy

sinmp =n® o (F)ete" o= (§)ote™ 0+ ()t .).

Niech n = 2m + 1, wéwczas powyisza réwnoéé prryjmuje postaé
sin(2m + 1)p = sin®™ ' ¢ - P (ctg?p),

gdsie P, jest wielomianem stopnia m postaci

@ Pu(z) = (2m+1) . (2m+ 1) o 4 (2m+1) R

1 3 5
Zauwaimy, e dla px = 5255, k=1, 2, ... ,m, ¢in(2m + 1)px = 0, sin i # 0, wiec

wielomian P, ma m réinych pierwiastkéw

kw
a1 E=1,3 coeqMs

W zwiazku z tym ma miejsce réwnoéé

il o 2 " . 2 Ir ) ( o~ 2 mT ) '
() P"‘(’)"A(’ c*g 2m+1)(3 A emr1) P g1/

Poréwnujac wspélczynniki stojace przy wyraieniach z™ i 2™~ w réwnoéciach (4) i (5)
s latwodcia stwierdsamy, e

T = ctgz

2m+1

A=(mx )’
2m+1)__ ( 2 b mr)
( g ) =Ales 0 +:+ '8 2m.+1+'”+‘“ts am+1/’

lk&d. otrsymujemy poezukiwana réwnoéé.
W roku 1740 Euler podal takie zaleinodé

¢(2n) = g%:%w,..h ES, o

gdzie B, 83 licsbami Bernoulliego. Nie udalo eie jednak oblicsyé analogicznie
¢(2n + 1) i do tej pory ,natura arytmetyczna” tych sum jest jesscze nie'znana.
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