‘Komputer, papierowe kulki i fraktale

dr Pawet KRAWCZYK

Pojecie fraktali przeiywa w ostatnich latach niebywala popularnoéé. Csytelnicy
Delty mieli moinoéé spotkania sig z nim juz kilkakrotnie (patrs w szczegdlnodci
Delta 2/1986). Artykuly o fraktalach sa z reguly bogato ilustrowane rysunkami
wygenerowanymi przez komputer. Nic w tym dsiwnego, gdy w rysunkach fraktali
kryje sie swoiste piekno. I tak, dzieki matematyce wyiszej komputer moie staé sie
artysta.

Poniissy program rysuje na ekranie komputera sbiér Julii dla wielomianu
w(z) = Az(1 — 5). Najlepsze efekty uzyskuje si¢ podajac, w odpowiedzi
na pytania stawiane praex program, wartodci A o module rzedu 1, a czynnik

Warto sobie zdawal sprawe 3 tego, ie pelne
uwidocznienie piekna fraktali wymaga, niestety,

skali réwny 3 lub 4.

10 REM “Pragram wyseietla abiur Julii®
<0 RANDOMIZE TIMER: KEY OFF: SCREEN ©: LOCATE 1.1
30 INPUT "Poda) lambda (Re(L),TmiL))z % sLX.LY

ZET (INTOSCM{X=,S)+CX) . INT (ABS ((CY-SCe¥)))).3
110 poOsubB 140
120 ON KEY (1) GOSUB 1303 KEY(1) ON: GOTO 100
130 END
140 TXe=XT TY=Y: XaTXMLX-TY#_Y: Y=TAALYATYHX
IS0 X=1-X: T=Y3 S=ESQR(X«X+VeY)d Y=SOR{(S-X)1/2)t X=B0R!(X+S)/2)

160 [F T4<0 THEN X=-X

L70 IF RND< .3 THEN X=-X& Y=-=Y
IGO0 X=(1-X) /22 Y=Y/2

190 RETURM

Poniiszy program rysuje na ekranie komputera sbiér Mandelbrota.
Znaczenie parametrdw, o ktére program pyta uiytkownika, rostalo
wyjafnione w tekécie gléwnym.

10 REM “Program wyswietla zbior Mandelbrota®
20 KEY OFF: CLS: SCREEN 03 LOUATE 1.1

I0 CX=1860% CY=100

a0 INPUT “Podal liczbe (teracil (zero oznacza konleci? "o LIMEE
¢ IF LIMX=0 THEN GDTO 240

G0 INPUT “Kiedy smienlac koloer {nl, n2s n3)7 "5 NCIX. NC2K, NC3IX
70 INPUT "Podaj X-start ( = =2 ), X-stop (€= 1 3 & Y3 X0, X1
20 INPUT "Podaj Y-max ¢ <= 1.% 3z "3 ¥YH

90 DX={X1-X0) /Z/ICH=2,0001)1 DY=YM/ICY~1.0001)

100 SCREEN 13 OLOR 0,0

111G FOR IX TR 2+CA-=F

120 X=L 1% +DX+K0

1% FOR T €¥-1

140 Y=1(1 Y 4YM: COUNTR=1: ZR=¥: ZIi=Y

1590 WHILE (COUNTXILIM)

140 . ZR1=2ZRE ZR=ZR1+IR1-Z1«Z1+¥s ZI=2+IR1 WZI+Y
170 IF {AZR*IRFZINZI) +4) GOTO 200

180 COUNTR=COLINTS 1

190 WEND

200 IF COUNTECNCI® THEN COL=1 ELSE IF COUNTXCNC2ZY THEN COL=2 ELSE 1F COUNTRONCER

THEN COL=3 ELSE COL=D )

MO PSET (1%.0%) .COLE PSET (IX.2+CY-2-JX),COL

MEXT J%:s NEXT IX - o
Z DEF SEG=LHBSO0: BSAVE "MANDSET."+STR®(LIMIY, 0. BHAODO: DEF SEG
ZAQ ON KEY (1) GODEUB 20

250 KEY (1) 0Nz BOTO 240

Z&0 SCREEN O WIDTH 20

270, END !

i | B e o .l

Rys. 1. Wynik dzialania drugiego programu dla 35 iteracji, (n3,n3,n3) =

= (3,8,95). Zakresy osi: posioma: [—2; 1], pionowa: [-1,27;1,27].

4

bardzo drogiego sprzetu. Konieczny jest do

tego komputer wyposatony w kolorowy monitor
wysokiej rozdzielczodci i charakteryzujacy sie duia
predkoédcia obliczeri. Zamiast dowodu proponuje’
poréwnanie barwnej fotografii s okladki Delty
2/1986 3 jednokolorowymi figurami wewnatrs tegos
numeru. Nie chodzi tu sreszta wylacznie o dognania
estetyczne. Duia moc obliczeniowa potrzebna

jest szczegblnie wtedy, gdy chcemy badaé jedna

z charakterystycznych cech wielu gnanych fraktali

- samopodobiefistwo, czyli powtarsanie si¢ takich
samych struktur we wezystkich moiliwych skalach.

Ci z Czytelnikéw, ktérsy maja dostep do komputera
ogobistego, moga latwo przekonaé si¢ o stusznoéci
powyiszych uwag eksperymentujac 2 dwoma
programami, ktérych tekst zamieszcsono obok.
Programy te zostaly napisane w jezyku BASIC
przystosowanym do komputera IBM PC/XT

z kolorowym monitorem i kartg graficzna CGA
(Czytelnicy dysponujacy innym komputerem

z latwodcia zaadaptuja je do swoich potrzeb).
Pierwszy z programéw rysuje sbiory Julii dla
wielomianu w(z) = Az(1 — z), drugi - nieco
bardziej skomplikowany — zbiér Mandelbrota « *.
powiekszenie jego fragmentu. Drugi program doorze
ilustruje technike stosowang do otrsymywania
efektownych, kolorowych rysunkéw fraktali. Jak
wiadomo, zbiér Mandelbrota jest sbiorem liczb
zegpolonych A, dla ktérych ciag

(1) wipr=wi+ A, w=0,

jest ograniczony. W programie warunku tego

nie mozemy, oczywidcie, sprawdzi¢. W zamian

za to sprawdzamy, csy po pewnej skoficzonej
liczbie iteracji modul we nie przekracza 2 (moina
udowodnié, se jeéli dla pewnego n sachodsi |w,| > 2,
to ciag (1) jest rozbieiny). Na ekranie monitora
zaznaczamy réinymi kolorami punkty, dla ktérych
|wn| przekracza 2 przy réinych wartodciach n:
n<ny,n<n<nging <n <nj, ajesscse
innym kolorem punkty, ktérych nie mozemy
wykluczyé po ng iteracjach. Wynik takiego
dzialania jest niezwykle efektowny. Niestety,
ograniczenia techniczne nie pozwalaja nam na jego
zaprezentowanie w kolorze. Rysunek 1, bedacy
kopia ekranu, w ktérej réine odcienie szaroéci
reprezentuja réine kolory, odbiega daleko pod
wagledem estetycznym od oryginalu. Nawet
jednak taka kopia wyréinia si¢ na tle rysunku 2
przedstawiajacego wynik pierwszego programu
(ktéry, w gruncie rzecsy, wykorsystuje grafike
monochromatyczna).
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Rys. 2. Wynik dsialania pierwssego programu dla A = —0,5 — {. Czynnik
skali wybrano réwny 3.

Rys. 3. Powickszenie ,glowy #uka"” & rysunku 1. W programie drugim
wybrano nastepujace wartodci parametréw: 105 iteracji, (ni,na,n3) =

= (20, 40, 105), of posioms: [—1,46;—1,36], of pionowa: [—0, 0365;0,0365].

Widoczne sa jui efekty skoficzonej dokladnodci oblicsen,

A jak jest 5 moca oblicseniows komputera

IBM PC? Do wygenerowania rysunku sbioru

Julii za pomoca plerwszego programu wystarcsy
uruchomié go pod interpreterem jesyka BASIC

i poczekaé kilka minut. Na rysunek sbioru
Mandelbrota trzeba jednak prsy takiej metodsie
czekaé nieznoénie dlugo. Dlatego tei rysunek 1
wykonano sa pomoca skompilowanej wersji
drugiego programu (co skraca csas wykonania okolo
dziesigciokrotnis). Aby wygenerowal rysunek 3
przedstawiajacy powigkssenie ,glowy fuka”

(ok. 35 rasy) s rysunku 1, nawet skompilowany
program musi dsiataé prses kilkadsiesiat minut.
Przy wigkesych powigksseniach csas dsialania
programu jeszcye sig wydiuia, tym bardsiej e
trzeba swickssy¢ dokladnodé oblicsed. Jest jasne,
te tysiackrotne powigkssenie snajduje sig posa
zasiegiem moiliwodci (chyba e prsepissemy
program na jezyk efektywniejasy nié BASIC, np. C;
pozwala to swiekszyé wydajnoéé o csynnik rsedu 10).

Ekran monitora csy te§ podlacsona do

komputera drukarka nie sa jedynymi miejscami,

w ktérych wystepuja fraktale. Prseciwnie, wiele
argumentéw wekazuje na to, ie s one powssechne
w otaczajacym nas éwiecie. Krajobras pasma
gérskiego, uklad galesi drzew, ksstalt plamy
atramentu na bibule - modelami matematycsnymi
wszystkich tych obiektéw moga byé wiadnie fraktale
(patrz Delta 10/1989). Niektérsy entusjadci uwasaja
wrecz, ie nie ma wladciwie iadnej klasy sjawisk,

w ktérej opisie nie ujawnialyby sie w jakié sposbb
struktury charakterystyczne dla tych dsiwnych
tworéw geometrycznych. Jeéli tak mialoby byé
naprawde, moglibyémy sostawi¢ komputerowe
studia fraktali posiadaczom najlepssego spragtn,

a sami zajaé si¢ badaniem fraktali fisycsnie
wystepujacych w dwiecie.

Wdzieczny i szeroko dostepny obiekt takich badafi
zostal zaproponowany przes M.A.F. Gomesa
(Am. J. Phys. 55 (1987) 649) w postaci swyklych
kulek wykonanych 3 dobrse pomigtego papleru.

Na pierwszy rzut oka opis w jezyku fraktali jest tu bardso adekwatny — rsecsywisty

(2)

postaé:
(3)

(4)

(5)

PRI OIS <

kestalt papieru tworsacego kulke jest niezmiernie skomplikowany i w snacsnym
stopniu wykazuje podobiefistwo w réinych skalach. Zastanéwmy sie, csy hipotese

o fraktalnej geometrii papierowych kulek moina zweryfikowaé doéwiadcsalnie. W
tym celu zauwaimy, ze gdyby nasze kulki byly wykonane s ,porzadnego” materialu o
ciaglym rozkladzie masy i atalej gestodcl p, ich masa wyraialaby sie wsorem

M—-—rR"p,

gdsie R jest promieniem kulki. Jesli na.tomiast mielibydmy do csynienia
s dwuwymiarowym odpowiednikiem kulki, czyli kolem o promieniu R, wsér preybraiby

M ==xR?p

(tym razem p powinno mieé interpretacje gestoéci powierzchniowej), by wresscie dla
kuli jednowymiarowej, czyli odcinka o dlugoéci 2R, staé sig

M =2Rp.

Wasystkie te wzory mosemy zebraé w jeden, jeieli wprowadzimy do nich wymiar d
kuli. MoZna wéwczas napisal, e

R=k_Ml/d’

prsy czym wiadomo, e wspéicaynnik k jest proporcjonalny do (1/p)*/¢. Tak
otrsymany swiazek moina jui uogélnié na przypadek geometrii fraktalnej. W tym
wypadku d staje si¢ wymiarem fraktalnym i moge prayjmowaé dowolng wartodé
rseczywista. Jakiej wartodci d moiemy spodziewaé sie dla naszych papierowych kulek?
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Roswigsanle sadania M BTT. Jeieli
# i w sa nieparzyste oraz s < w, to
2°.0<2%-(e+1)<2%-wia+1
jest parsysta. To pokaszuje, ke miedsy
dwiema licsbami, w ktérych roswinigcie
na csynniki pierwsse 2 wchodszi

& wykladnikiem a, tawsze snajdsie sig
liczba, w ktérej roswinigcie 2 wchodsi
& wykladnikiem wickszym od a. Stad
wirdd licsb m,m+1,... ,n—-1, n
jest dokladnie jedna licsba k, do

ktérej roswiniecia licsba 2 wehodsi

+ maksymaloym wykladnikiem 8.
Ozrnaczmy prees W najmniejssa
wepdlng wielokrotnodé licxsb od m do n.
Mamy

+

4 3=
3m

st
o o

W 2
W roswiniecie W liczsba 2 wchodsi
& wykladnikiem §, natomiast wesystkie
liczby = licenika, oprécs ¥, sa
parzyste, stad licenik jest nieparzysty,
a mianownik parsysty. Zatem nie jest
to liczba calkowita. .

Jest ocsywiste, ie d nie moie byé wickssze nii wymiar pshej kuli, cayli 3. Z drugiej
strony, tak naprawde kulki wykonane sa 3 kartki papieru, ktérej wymiar wynosi 2
(odpowiada to wymiarowi topologicgnemu fraktala). A satem

(6) 2<d<3.

To jui wssystko, co moina powiedzieé o wymiarse fraktalnym papierowej kulki bes
uciekania si¢ do saloied modelowych, np. o rsecsywistym ksstalcie prsyjmowanym
praes kartke. Okreélenie d musi wigc byé kwestia dodwiadcsenia. Proponuje, aby
Csytelnik wykonal takie dodwiadczenie. Mose ono przebiegaé nastepujaco: Naleiy
najpierw priygotowal gestaw kawalkéw papieru o réinych, lecs snanych masach. Jest
to wymdég doéé kdopotliwy ze wigledu na lekko#é papieru i swiasana s tym trudnosé

w jego wadeniu. Istnieje jednak prosty sposéb, by sobie poradsié. Wystarcsy wsiat
dwie identyczne ,kartki® papieru (np. dwie kartki tej samef gasety, s grubssa podobnie
sadrukowane), po csym jedna 3 nich prseciaé na dwie polowy. Jedna s poléwek jesscse
ras prseciaé na pél itd., itd. Jedli mase najmniejszego s tak utworzonych kawatkéw
prsyjat sa jednostke, to dostaniemy ciag n + 1 kawalkéw o masach 2° (i = 0,1,...,n).
Ocsywidcie, ten zbiér mozna rozsserayé. Wystarczy wsial jesscse jedna kartke

i podsieli¢ ja w innym stosunku.

Po uporaniu si¢ z problemami pomiaru masy musimy sporsadsié kulki. Trseba przy
tym zadbaé, by kulki sporzadzaé w zblizony sposéb, a wiec np., by pomiaé kaidy
kawalek papieru w réwnym stopniu, feby éciskad kulki 3 jednakows sily, itp. Teras
wystarcsy juf swykla linijka, aby smierayé érednice kulek, i kalkulator, aby dla kaidej

+ kulki oblicsyé pare (log M, log R). Osnaczmy nastgpnie na papierse milimetrowym lub

nawet na kratkowanej kartce wszystkie punkty odpowiadajace tak utworsonym parom.
Pojawia sie pytanie: jak uloza si¢ nasze punkty? To proste, odpowie ktod, poniewas
réwnanie (5) moina przepisaé w postaci:

(7 logR=logk+ % -log M,

a wigc — jedli nasza hipoteza o frakialnym charakterse kulek jest prawdsiwa —
wesystkie punkty beda leze¢ na prostej o réwnaniu y = 3z + log k. Niestety, wniosek
ten jest bledny i byloby bardzo dziwne, gdyby punkty dodwiadcsalne rzeczywidcie

byly wepélliniowe. Musimy bowiem pamietaé, Ze w przebiegu kaidego, a wigc

i naszego, dodwiadczenia dziala ogromna liczba czynnikéw zaklécajacych pomiar.
Przykiadowo, mimo najlepszych checi nie jestedmy w stanie sapewnié identycznych
warunkéw formowania kulek; kulki nie e3 réwniez idealne — pomiar ich promienia
salesy troche od orientacji kulki i linijki. Czynnikéw tego typu nie jestedmy w stanie
kontrolowaé, a ich wplyw uwszgledniamy zakladajac, te powoduja one prsypadkowy
rozrsut wartodcl miersonej woké! wartodel rzecsywistej. A satem, wynik Twojego,
Csytelnikn, dodwiadczenia wygladaé bedzie zapewne podobnie do wykresu s rysunku 4.
Widaé, ie punkiy dodwiadczalne leia w pobliZu pewnej prostej, ale jak snalefé jej
réwnanie? Odpowiedf nosi nazwe metody najmniejazych kwadratéw. Roswaimy zespél
n pomiaréw pewnych wielkodci z i y, ktére zwiasane g3 liniowg saleinodcia y = az + b
(w naszym przypadku z = log M, y = log R). Utwérzmy sume S kwadratéw réinic
wielkodci y: bezpodrednio mierzonej w i-tym pomiarze, y = y,, oras wynikajacej s
t-tego pomiaru wielkodei z, y = az; + b:

(8) §=3 (vi—(oz:+1)".

=1
» Whadciwa® prosta jest ta, dla ktérej S przyjmuje wartodé minimalna, a wigc znikaja
pochodne csastkowe liczone wzgledem wspdlczynnikéw a i b:
a8 as
5 =0 y — =0.
Csytelnik z latwodcia moze rozwiazaé te réwnania i dostaé nastepujacy wynik
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(10) a= =1 - =1 5 lil , b - =1 0;—..1 - t=l” =1

(Ez.-) -ny z? (Ez.-) -n) z?
n=1 =1 i=1 =1

Mozgna réwniei ocenié, o ile tak wyznaczone wielkodei a i b réznia sig od ich wartodci
rsecsywistych. Okasuje sie, e z prawdopodobiefistwem okolo 67% modul réinicy
wysnacgonej i rzeczywistej wartodci a wynosi co najwyiej

(11) he = (?*_15 ;,z) nysa? —n(f?"')a |

gdsie ie?=iy?—uizey;—biw-

=1 =1 =1 i=1
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a) Dowdd wynika stad, ie

jeieli 22™ = —1(modp), to

23" _ (22™)7* = i(modp),

b) Z kaidej s licsb postaci 22 41,
mniejszej od n, wedmy po jednej liczbie
pierwszej z jej roswiniecia na cxynniki.
Z a) wynika, e te licztby pierwsze sa
parami réizne, stad liceb pierwszych
mniejszych odn Jcst co najmniej tyle,
ile liczb postaci 2% 41 mniejseych

od n.

Analogiczna wielkodé dla parametru b wynosi:

>

(12) Ab = (n_zzc’) '-=’(...l ),,

i=1 n E z?

- =1 =
Wielkoéci Aa i Ab sa dobra miarg bledu miersonych parametréw a i b. Piszemy na
ogdl
&= Gmiirsons £ Aa.
Usywajac powyiszej metody moiemy wyznaczy¢ wymiar fraktalny d i jego blad.
Hipoteza o fraktalnym charakterze kulek papierowych bedzie uzasadniona, jesli
Ad

& i

Oczywiécie, powyisze rogwasania nie uwsgledniaja mosliwych biedéw systematycznych
(np. mocniejszego éciskania duzych kulek niz malych). Aby sminimalizowaé tego

typu efekty, moina np. wykonaé opisane dodwiadczenie w grupie kilku oséb. Naleiy
jednak zadbaé, aby wszyscy dysponowali takim samym rodszajem papieru. Okazuje sig
bowiem, e wymiar fraktalny d jest réiny dla réinych rodsajéw papieru. Cazytelnik
moige sie o tym sam przekonaé i sprébowaé wyjaénié te zaleznodé. A moie istnieje
korelacja miedzy jakodcis i ilodcia informacji zawartej na papierze a jego wymiarem
fraktalnym?

Rys. 2

Rys. 3

Listy prosimy prrysyla¢ pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fisykéw
Wydsial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

ul. Hoia 69, 00-681 Warszawa.

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warssawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

Drodzy Conkowie ¢ Sympatycy Klubu! _
Przypominamy, ze co miesiqe przyznajemy nagrode ksiqzkowq dla autora nagciekawies
opracowanego rozwigzania postawionych zagadnien.

Dszid proponuje sbadanie obiektu fizycznego, ktéry wyglada niestychanie prosto,

a dopiero w doéwiadczeniu objawia cale bogactwo swoich wladciwodci. Ale do rzeczy.
Beda nam potrzebne nastepujace

Materialy i prsyrzsady

1. Pret (lub rurka metalowa) cienki w stosunku do swojej diugodci.

2. Cienki sznurek lub nitka (w zaleinoéci od cieiaru preta).

3. Milotek i dwa gwoddzie oraz solidne podloie, w ktére je wbijemy (np. zamocowana
nieruchomo deska).

4. Noiyczki.

5. Stoper lub segarek z sekundnikiem.

Zgromadsziwszy je moiemy przystapié do nastepnego etapu przygotowai, ktérym jest
Komnstrukcja obiektu fisycsnego

Bedsie nim pret sawieszony poziomo na nitkach jak na rysunku 1. Uwaga: jeden
wezel jest sawiazany na posziomej nitce, ktéra obejmuje pionowa, a drugi odwrotnie.
Poswoli nam to smieniaé ksstalt zawieszenia regulujac dlugoéé poziomego odcinka
nitki (rys. 2). Gdyby wezly zbyt latwo sie rozlufnialy, naleiy je wiasaé podwéjnie
(swlaszcza na poziomej nitce). Aby wyniki naszych doéwiadczer byly poréwnywalne,
proponuje uiyé pionowych odcinkéw nitki o dlugoéci dwukrotnie wigkszej od dlugoéci
preta. Gwoidzie wbijamy w odleglodci dokladnie réwnej dlugoédci preta I. Wymiary
otrsymanego obiektu podaje rysunek 3. Dhugoéé z poziomej nitki moZemy zmieniaé
w granicach od sera do [.

A teras pora wyjaénié, ze przeprowadzimy

Badanie drgaf preta

Przesz drgania bedziemy rozumieli zaréwno wahania wzdhuz i w poprsek preta, jak
i drgania skretne preta wokél osi pionowej lub posiomej. Bedziemy ograniciali sig

. do drgafi o malej amplitudsie (niewielkie wychylenia) i wykonamy pomiary

csestodcl réinych rodsajéw drgani w zaleinoédci od dlugodci z poziomego odcinka
nitki. Sscsegélnie interesujaca bedsie sytuacja, kiedy jakied dwa drgania beda,
mialy czestodci réwne lub bardzo bliskie. Wiedy pobudzajac drganie stanowiace
kombinacje obu tych drgafi bedziemy obserwowaé ciekawe efekty — naleidy je opisaé
i w miare moiliwodci wytlumaczyé. Osoby szczegdlnie ambitne (i kompetentne) mosge
sainteresowad
Préba oplsu teoretycsnego
Jest to sadanie nielatwe i nie nalesy sie martwié, jeieli si¢ nie powiedsie. Niektére
3 obserwowanych drgafi moga latwiej daé sig opisaé nii inne. Ocsywidcie, otraymawszy
opis teoretyczny poréwnujemy przewidywana przez ten opis zaleinoéé czestodci drgaf
od z z wynikami doéwiadczalnymi. Powodszenia!

Redaguje doc. dr Jan GAJ



