
dr Pawel KRA WCZYK

-Komputer, papierowe kulki i fraktale

Warto sobie zdawac sprawe z tego, ze pelne
uwidocznienie piekna fraktali wymaga, niestety,
bardzo drogiego sprzetu. Konieczny jest do
tego komputer wyposazony w kolorowy monitor
wysokiej rozdzielczosci i charakteryzujacy sie duza
predkoscia, obliczen. Zamiast dowodu proponujeI
por6wnanie barWnej fotografii z okladkiD~lt"
2/1986 z jednokolorowymi figurami wewna,trz tegoz
numeru. Nie chodzi tu zreszta, wylacznie o doznania
estetyczne. Duza mo,c obliczeniowa. potrzebna
jest szczeg6lnie wtedy, gdy chcemy badac jedna
z charakterystycznych cech wielu znanych fraktali
- samopodobienstwo, czyli powtarzanie sie takich
samych struktur we wszystkich mozliwych skala.ch.

Ci z Czytelników, kt6rzy maja, dostep do komputera
osobistego, moga latwo pI:Zekonac sie<> slusznosci
powyzszych uwag eksperymentuja.c z dwoma
programami, kt6rych tekst zamieszczono obok.
Programy te zostaly napisane w jezyku BASIC
przystosowanym do komputera mM PC/XT
z kolorowym monitorem i karta, graficzna CGA
(Czytelnicy dysponuja,cy innym komputerem
z latwoscia, zaadaptuja je do swoich potrzeb).
Pierwszy z program6w rysuje zbiory Julii dla
wielomianu w(z) = ~z(1 - z), drugi - nieco
bardziej skomplikowany - zbi6r Mandelbrota !' '.
powiekszenie jego fragmentu. Drugi program dO.lrze
ilustruje technike stosowana do otrzymywania

'efektownych, kolorowych rysunk6w frakta.li. Jak
wiadomo, zbiór Mandelbrota jest zbiorem liczb
zespolonych ~, dla kt6rych ciag

(1) WA:+l = w: + ~,wo = O,

jest ograniczony. W programie warunku tego
nie mozemy, oczywiscie, sprawdzic. W zamian
za to sprawdzamy, czy po pewnej skonczonej
liczbie itera.cji modul Wi nie przekra.cza 2 (mozna
udowodnic, ze jesli dla pewnegon za.chodziIw ••1> 2,
to cia,g(1) jest rozbiezny). Na ekranie monitora
zazna.czamy r6znymi kolorami punkty, dla kt6rych
Iw •• 1 przekra.cza 2 przy r6znych wartoscia.chn:
n < nl, nl :S" < "2 i "2 :Sn < na, a jeszcze
innym kolorem punkty, kt6rych nie Jllozemy
wykluczyc po ni itera.cja.eh. Wynik takiego
dzialania jest niezwykle efektowny. Niestety;
ograniczenia techniczne nie pozwalaj a,nam na jego
zaprezentowanie w kolorze. Rysunek I, bedacy

,kopia ekra.nu, w której r6zne odcienie szarosci
reprezentuj a, r6zne kolory, odbiega daleko pod
wzgledem estetycznym od oryginalu. Nawet
jednak taka kopia wyróznia sie na tle rysunku 2
przedstawiajacego wynik pierwszego programu
(który, w gruncie rzeczy, wykorzystuje grafike
monochromatyczna,) .

Pojecie fraktali przezywa w ostatnich lata.ch niebywah, popula.rnosc. Czytelnicy
Delt, mieli moznosc spotkania sie z nim juz kilkakrotnie (patrz w sz~zeg6lnosci
Delta.2/1986). Artykuly o fraktala.ch sa, z regulY bogato ilustrowane rysunkami
wygenerowanymi przez komputer. Nic w tym ,dziwnego, gdyz w rysunka.ch fr1Lktali'
kryje sie swoiste piek-n6. I tak, dzieki matematyce wyzszej komputer moze stac sie
artysta,.

Ry_. 1. 'Wynik dzialani" drugiego programu dla 35 iteracji, (nl' n2, n~)=
= (3,8,35). Zakre_yo_i: pozioma: [-2; 1), pionowa: [-1,21; 1,21).

Ponliny program rysuje na ekranie komputera zbi6r Mandelbrota.
Znaczenie parametrd;", 0)lt6re program pyta uzytkownika, zo_talo
wyjunlone w teltlcie gl6wnym.

Poniter.y program rysuje na ekranie kompulera zbi6r Julii dla wielomianu
•••(a) = .\8(1 - a). Najlepase efekty uzyskuje sie podaj"", w odpowiedzi
na Rytania _tawlane pnes program, wart~ci ~ o module rzedu l, a czynnik
skali r6wny 3 lub 4.

10 REM "Program wyswietla zbior Mandelbrota"
20 KEV OFF: CLS: SCREEN 1): LOCATE 1.1
30 CX=160: CV=lOO

40 INPUT "Podaj li.:zbe itel~ar.:ii (zero oznacza koniec): ";: LIM/';
~50 I F L I WI;=O THEN GOTO 260
60 INPUT "Kiedy zmieniac kolor (n1, n2, n3)? "; Ne1%, NC2%, NC3%

70 INPUT "Podaj X--st"u~t ( >= --2 ), X-·5top ( (= 1 ) : "; XO, Xl
80 JNPUT "Padaj Y-max ( <= 1.5 ): "; VM
90 DX= (X l--XO) /2/ (CX-2 .0(01): OY=YM/ (CY-l .(001)
100 SCREEN 1:: COL aR O, O
110 FOR I/'~=2 TO 2+CX-3
120 x= (I'l.-2H<DX+XO
.1'30 FOR .J"I;=1 TO CY-l
140 Y=(1-JY.)*DY+VM: COUNT%=1: ZR=X: ZI=Y

150 WHILE (COUNT'l.{LIM%)

160 ZR1=ZR:: Z~=ZR1*ZR1-Z1*ZI+X: 'ZI=2*ZR1*ZI+Y

1.70 J:F «ZR*ZR+Z!>t'ZU >4) GOTe) 200
1so COUNr/~=COUNrl.+ 1
190 WEND
200 IF COUNT/,;(NC! 'i. THEN COL:!::! ELSE IF COUNTY.(NC2Y. THEN COL=2 ELSE IF COUNT/';<NC3~;
THEN COL=3 ELSE COL=O

210 PSET (D':, JiO ,COL: PSET (IX, 2*CY-2-JY.) , COL
220 NEXT JY.: NEXT IY.

230 DEF SEG=~HB800:: B:;AVE "MANDSET _"+STR't (LIMY.) , 0, &H4000: DEF S,EG
240 ON VEY ( l) GOSUB 20
250 I<EY ( 1) ON:: I;.oOTO 240
260 SCREEN O: WIDTH 80

270 END I

,10 REM "Program wyswietla zbi~r Juli i'I
20 RANOOMIZE TIMER: I<EY OF'F: 'SCREEN O: LOCATE 1,1
30 INPUT "Podaj lamb,ja (Re (L), Im(Ll): " ~LX,LY
40 X==.50001; "1'=0

50 S=LX~LX~LY*LY: LX=4*LX/S; LY=-4*LY/S

;g ~~:'~~o:'~~~~';o~=~8~~,;.c~~~~i: ;' :SC
80 SCREEN 1: COLOR ':;o, O
70 FOR 1:%=1 TO 10: GOSUB 14/)= NEXT 1:'1;

100 P~::ET <INTcSC:l'(X-.5)+CX), INT(ABS( (CY-S:C+:Y»»,3
11 l) GO'::UB 140
t20 ON KEY(l) I~O:;UB :1.:30: KEY(l) ON: I:;OTO 100
13U END

.140 TX=X: TY::::V: X==TX't:LX-TY*LY: Yo.:::TX*LY+TY*LX
150 X=l-X: T=Y: S=SOR(X*X+Y*Y)~ Y=SQR«S-X)/2): X=SOR«X+:;)/2)
U..;.O IF T<0 THEN X=-X
170 IF RND<.5 THEN X=-X: Y=-Y
180 X=(l· X)/2: Y=V/2
1'')0 RETURN
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Rya. 2. Wynik daialania pierw •• ego prosramu dla ":= -0,6 - i. C~ynnlk
akali wybrano rcSwny3.
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A jak jest z moc&.obliczeniow~ komputera
mM PC? Do wygeneroV(wa ry.unku zbioru
Julii za pomoc&. pierw'Hgo programu wyatarcsy
uruchomi~ go pod interpreteI:8m jesyb BASIC
i poczek~ kilka minut. Na ry.unek zbioru
Mandelbrota trzeba jednak przy takiej metodsie
czek~ nieznosnie ,dlugo. Dlatego tez ry.unek1
wykonano za pomoc&..kompiloWanej wersji
drugiego programu (co .kraca czu wyk'onwa okolo
dziesieciokrotnie). Aby wygenerow~ry.unek 3
przed8tawiaj~y powiekszenie "glowy zuka·
(ok. 35 razy) z ry.unku l, nawet .kompilowany
program musi dzial~ przu kllbdzieli~ m1Jiut•
Przy wiekssych powieksHniach czu dzialania
programu jeszcze .ie wydlub. tym bardziej ie
trzeba zwiekssyc dokladno~ obliczeJi. Jelt june.
ze tysi~krotne powiekszenie znajduje .i, poza
zasiegiem mozliwosci (chyba ze przepiazemy
program na jezyk efektywniejszy niz BASIC. np_ Ci
pozwala to zwiekszy~ wydajno~ o czynnik rzedu 10).

,Ekran monitora czy tez podl~zona do
komputera drukarka nie sl\,jedynymi miejscami.
w kt6rych wystepujll, fraktale. PrzeciWnie, wiele
argumentów wskazuje na to, ie'&' one powuechne
w otaczajl\cym nu swiecie. Krajobraz puma
górskiego, uklad galezi draew. ksztalt plamy
atramentu na bibule - modelami matematycznymi
wszystkich tych obiektów mOil\ by~ wlasnie fraktale
(pat.rz Delta 10/1989). Niektóz:zy entuzjaAci uwuajl\
wrecz,ze nie ma wlasciwie zadnej kluy zjawiak.
w kt6rej opisie nie ujawnialyby sie w jakis .poeób
struktury charakterystyczne dla ty.ch dziwnych
tworów geometrycznych. Jesli tak mialoby by~
naprawde, mogliby'my Joetawic komputerowe
studia frakta.li posiadaczom najlepszego .przeh,
a. sami zajl\C sie badaniem frakta.li fiaycznie
wystepujll,cych w swiecie.

Wdzieczny i szeroko doetepny obiekt takich badafl
Rya. 3. Powiekar.enie "glowy zuka" ~ ryaunku l. W programie drugim t
wybrano nastepujace wart(ll(d parametrcSw:106itera<:ji, (ni, n2.na) = zos al zaproponowany przez M.A.F. G?mela
= (20,40,106),o. poaioma: [-1,46; -1,36), (li(pionowa: [-0,0366;0,03651. (Am. J. PA",. 55 (1987) 649) w poetacI zwyklych
Widoc~ne a_ juz ,efekty akol1czonej dokladno'd obliczel1. kulek wykonanych z dobrze pomietego papieru.

Na pierwszy rzut oka opis w jezyku fraktali jest tu bardzo adekwa~ny - rzeczywiaty
ksztalt papieru tworzacego kulke jest niezmiernie skomplikowany i w Inaclnym
stopniu wykazuje podobienstwo w róznych skalach. Zastanówmy sie. CIYhipotele
o fraktalnej geometrii papierowych kulek mozna zweryfikow~ _doswiadczalnie. W
tym celu zauwa.zmy~ze gdyby nasze kulki byly wykonane z "porzadnego· matena.lu o
cil\ilym rozkladzie masy i stalej gestoscip, ich masa wyrazalaby .ie wzorem

(2) M = ~1l"R3p.

gdzie R jest promieniem kulki. Jesli natomiast mielibr'my do csynienia
z dwuwymiarowym odpowiednikiem kulki, czyli kolem o promieniuR.wzór prsybralby
po.tac: •

(3) M= 1l"R2p

(tym razem p powinno mie~ interpretacje gestosci powierzchniowej)" by wrelz.cie dla
kuli jednowymiarowej, czyli odcinka o dlugosci2R, st~ sie

(4) . M= 2Rp.

W8Iyst~ie te wzory mozemy zebrac w jeden, jezeli wprowadzimy do nich wymiar d
kuli. Mozna wówczas napisa~, ze

(5) R = k . M1/tl,

przy czym wiadomo, ze wspólczynnikk jest proporcjonalny do(l/p)l/tl. Tak
otrzymany zwiazek mozna juz uog6lnic na przypadek geometrii fraktalnej. W tym
wypadku d staje 'sie wymiarem fraktalnym i moze przyjmow~ dowolnl\ warlo4c
rzeclywistl\. Jakiej wartoscid mozemy 8podz!ew~ sie dla n.uzych papierowych kulek?
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J.t ocsywiste. zetl nie moze byc wieksze niz wymiar pelnej kuli. czyli 3.Z dragiej
_trony. tak naprawde kulki wykonane sa,I kartki papieru, kt6rej wymiar wynoai 2
(odpowiada to wymiarowi topologicznemu frakta.la). A latem
(6) 2 ~ tl ~ 3.
To ju wszystko, co mozna powiedziec o wymiano fraktalnym papierowej kulki bel
uciekania sie do lalolen modelowych, np. o rzeczywistym ksltalci. prsyjmowanym
prsel kartke. Okreslenieli musi wiec byc kwestia. doswiadclenia. Proponuje, aby
Csytelnik wykonal takie doswiadczenie. Moze ono przebiegac nastepuja,co: Na.leiy
najpierw pl'lygotowac zestaw kawalk6w papieru o r6znych. leci snanych masach. Jest
to wym6g dosc klopotliwy ze wlgledu na lekkosc papieru i Iwia,sana,I tym trudno~
w jego wazeniu. Istnieje jednak prosty Ipoa6b. by BObieporadzic. Wystarczy wliat
dwie identyczne »kartki- papieru (np. dwie kartki tej samej gasety.I grubasa podobnie
ladrukowane), po czym jedna z nich przecb,c na dwie polowy. Jedna,I polówekjencM
ras prseciat na p6l itd., itd. Jesli mase najmniejazegoI tak utworsonych kawalk6w .
pnyj~ la jednoatke. to dostaniemy ciagn+ 1 kawalk6w o masach~i (i = 0.1 •••• ,n).
Ocsywiscie, ten zbi6r mozna rozlzerzyc. Wystarczy wziat jeslcle jedna kartke
i podaielic ja w innym stolunku.

Po uporaniu lie z problemami pomiaru masy mUlimy sporzadzic kulki. Trseba przy
tym ladbaC. by kulki sporzadzacW zblizony spos6b, a wiec np •• by pomiac wdy
kawalek papieru w r6wnym stopniu, zeby sciskac kulkili jednakowa, sila. itp. Teras
wystarclY juz zwykla linijka, aby zmierzyc srednice kulek. i kalkulator. aby dla wdej
kulki obliczyc pare (logM, log R). Oznaczmy nastepnie na papierse milimetrowym lub
nawet na kratkowanej kartce wszystkie punkty odpowiadajace tak utworsonym parom.
Pojawia sie pytanie: jak uloza sie nasze punkty? To proste, odpowie ktOli, poniewai
r6wnanie (5) mozna przepisac w postaci:
. 1

(7) logR = log k + d . log M ,
a wiec - jesli nasza hipoteza o fraktalnym charakterze kulek jest. prawdziwa -
wszystkie punkty beda lezec na prostej o r6wnaniuy = ~2:+ log k. Niestety, wniosek
ten jest bledny i byloby bardzo dziwne, gdyby punkty doswiadczalne rzeczywiscie
byly wsp6lliniowe. Musimy bowiem pamietac, ze w przebiegu kazdego, a wiec
i naszego, doswiadczenia dziala ogromna liczba czynnik6w zaklócajacych pomiar.
Przykladowo, mimo najlepszych checi nie jestesmy w stanie sapewnic identycznych
warunk6w formowania kuleki kulki nie sa równiez idealne - pomiar ich promienia
la.leay troche od orientacji kulki i linijki. Czynnik6w tego typu nie jestesmy w stanie
kontrolowac, a ich wplyw uwzgledniamy zakladajac, ze powoduja one prsypadkowy
roznut wartosci mierzonej wok6l wa.rtosci rzeczywistej. A zatem, wynik Twojego,
Clytelniku, doswiadczenia wygladac bedzie zapewne podobnie do wykresu z rysunku 4.
Widac. ze punkty doswiadczalne leza w poblizu pewnej prostej, a.lejak sna.le:tc jej
r6wnanie~ Odpowiedt nosi nazwe metody najmniejszych kwadrat6w. Rolwaimy leap6l
n pomiar6w pewnych wielkooci2: i y, kt6re zwiazane sa liniowa za.leznoscia11 = 112: + b

(w naszym przypadku 2: = log M, y = log R). Utwórzmy sumeS kwadrat6w róznic
wielkosci 1/: bezposrednio mierzonej w i-tym pomiarze,y = 1Ii, oraz wynikajacej z

Ro.wl".anle .adanla M "'1'1. Jezeli i-tego pomiaru wielkooci2:, y = aXi + b:
• i VI -!lo nieparzy_te oraa •< VI, to n

2'" .• <2'" . (. + l) < 2'" . tli I • + l (8) S = I)Yi'- (a$i + b» 2•je_t pany_ta. To pokazuje, te miedzy ..

dwiema liczbami, w kt6rych roawinlecie "'11-,,_' _ • t t dl k 6 ~=SI •• art-.l.l •. aln • ·k··
'L" 2 h .d . »" ~.-;IWa prosta Jes a, a t reJ przYJmuJe wUD<; mInIm a, a WIecZnI aJana czynm-.I pierw_ze wc o10.1 •••

z wykladnikiem a, zawsze anajdzie siepochodne czastkowe liczone wzgledem wsp6lczynnIk6w11I b:

licaba, w kt6rej rozwiniecie 2 wchodzi 8S = O 8S = O
z wykladnikiem wiekszym od a. Stad 8a ' 8b •
wlrod liczb m, m+ l, ... , n - l, n Clytelnik z latwoscia moze rozwiazac te r6wnania i dostac nastepujacy wynik
jest d9kladnie jedna liczbak, do n n n n n ••••
kt6rej roawiniecia licaba 2 wchodzi E 2:i E Yi - n E ZiYi E Zi E 2:i1/; :... E IIi E 2:~

a maksymalnym wyltladnikiem !l. (10) = i=1 i=1 ;=1 b = i=1 ;=1 i=1 i=1

Oznaczmy pneaW najmniej_z" 11 (n) 2 n' (n ) 2 ••w_pólna wielokrotnar~ liczb od m do n. ?:2:i - n ?:X~ ?:2:i - n ?:2:~
Mamy ,=1 .=1 .=1 0=1

l l Mozna równiez ocenic, o ile tak wyznaczone wielkooci/I i b róznia sie od ich wartosci
;;; + ... + ;; = rzeczywistych. Okazuje sie, ze z prawdopodobienstwem okolo 67% modul r6znicy

~ + ~ + ... + ~WYlnaczonej i rzeczywistej wartoscia wynosi co najwyzej
W

W roawiniecie W liczba 2 wchodai ()a wykladnikiem !l. natomiaat wlllly_tkie 11
liczby z licznika, opr6ca Jf, -a
parzy_te, _tl\odlicznik je_tnieparzysty,
a mianownik parzy_ty. Zatem nie je_t
to liczba calkowita .

L a
Ry_.4

.,
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Analogiczna wielkosc dla parametrub wynosi:

a= 4mie'''ORe ± 6.a.
Uzywajac powyzszej metody mozemy wyznaczyc wymiar fraktalny d i jego blad.
Hipoteza o fraktalnym charakterze kulek papierowych bedzie uzasadniona, jesli

~d «1.
Oczywiscie, powyzsze rozwazania nie uwzgledniaj a. mozliwych bledów systematycznych
(np. mocniejszego sciskania duzych kulek niz malych). Aby zminimalizowac tego
typu efekty, mozna np. wykonac opisane doswiadczenie w grupie kilku osób. Nalezy
jednak zadbac, aby wszyscy dysponowali takim samym rodzajem papieru. Okazuje sie
bowiem, ze Wymiar fraktalny d jest rózny dla róznych rodzajów papieru. Czytelnik
moze sie o tym sam przekonac i spróbowac wyjasnic te zaleznosc. A moze istnieje
korelacja miedzy jakoscia i iloscia informacji zawartej na papierze a jego wymiarem
fraktalnym?

Piszemy na

6.b=(12)

R

( R) E z~. 1 ~ 2 i=1n2~ei R •• 2'

. - i=1 n~ z~ - (~Zi)
Wielkosci 6.a i 6.b sa dobra miara bledu mierzonych parametrówa i b.
ogól

Ro.wl,.anle .adanlaM 578.
a) Dowdd wynika st~. ze
jdeli 2,m == -l(modp), to

2,m+~ = (2,m),~ == l(modp),
b) Z kazdej z liczb postaci 2'"+ 1,
mniejszej od n, welmy po jednej liczbie
pierwszej z jej rozwiniecia na czynniki.
Z a) wynika, ze te liczby pierwszeSl\

parami rózne, st~ liczb pierwszych
mniejszych od n jestco naJmniej tyle,
ile liczb postaci 2'" + 1 mniejszych
od n.

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYI{ÓW

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Listy prosimy pnysylac! pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizyków
Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.

Drodzy Czlonkowie i SJlmp4tJlcJI Klubu!

PrzJlpominamJl, ze co mie8iac pr~majemJl nagrode A:8iazkowa dla autora najciekawiej
opracowanego rozwiazania p08tawionJlch zagadnien.

Dzill proponuje zbadanie obiektu fizycznego, który wyglada nieslychanie prosto,
a dopiero w doswiadczeniu objawia cale bogactwo swoich wlasciwosci. Ale do rzeczy.
Beda. nam potrzebne nastepuja.ce
Materialy I prsyrz~dy
1. Pret (lub rurka metalowa) cienki w stosunku do swojej dlugosci.
2. Cienki sznurek lub nitka (w zaleznosci od ciezaru preta).
3. Mlotek i dwa gwozdzie oraz solidne podloze, w które je wbijemy (np. zamocowana
nieruchomo deska).
4: Nozyczki.
5. Stoper lub zegarek z sekundnikiem.
Zgromadziwszy je mozemy przystapic do nastepnego etapu przygotowan, którym jest
Konstruk~a obiektu nzycznego
Bedzie nim pret zawieszony poziomo na nitkach jak na rysunku 1. Uwaga: jeden
wezel jest zawiazany na poziomej nitce, która obejmuje pionowa, a drugi odwrotnie.
Pozwoli nam to zmieniac ksztalt zawieszenia regulujac dlugosc poziomego odcinka
nitki (rys. 2). Gdyby wezly zbyt latwo sie rozluznialy, nalezy je wiazac podwójnie
(zwlaszcza na poziomej nitce). Aby wyniki naszych doswiadczen byly porównywalne,
proponuje uzyc' pionowych odcinków nitki o dlugosci dwukrotnie wiekszej od dlugosci
preta. Gwozdzie wbijamy w odleglosci dokladnie równej dlugosci pretal. Wymiary
otrzymanego obiektu podaje rysunek 3. Dlugosc:e poziomej nitki mozemy zmieniac
w granicach od zera do,.

A teraz pora wyjasnic, ze przeprowadzimy
Badanie drga6 preta
Przez drgania bedziemy rozumieli zarówno wahania wzdluz i w poprzek preta, jak
i drgania skretne preta wokól osi pionowej lub poziomej. Bedziemy ograniczali sie

, do drgan omalej amplltudzle (niewielkie wychylenia) i wykonamypomiary
eseetollcl r6mych rodzaJ6w drgd w zaleznosci od dlugosci z poziomego odcinka
nitki. Szczególnie interesujaca bedzie sytuacja, kiedy jakies dwa drgania beda
mialy czestosci równe lub bardzo bliskie. Wtedy pobudzaja.c drganie stanowiace
kombinacje obu tych drgan bedziemy obserwowac ciekawe efekty - nalezy je opisac
i w miare mozliwosci wytlumaczyc. Osoby szczególnie ambitne (i kompetentne) moze
sainteresowac
Pr6ba opisu teoretyc~ego
Jest to zadanie nielatwe i nie nalezy sie martwic, jezeli sie nie powiedzie. Niektóre
z obserwowanych drgan m~ia. Iatwiej dac sie opisac niz inne. Oczywiscie, otrzymawszy
opis teoretyczny porównujemy przewidywana przez ten opis zaleznosc czestosci drgan
od z z wynikami doswiadczalnymi. Powodzenia!

Redaguje doc. dr Jan GAJ
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