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Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsyla¢ rozwiszania radad 2 numeru n w terminie do korfica miesiaca

n + 3. Szkice roswiasarfi zramiesscsamy w numerse n + 4. Moina nadsylad roswiazania

csterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moiéna to robié

co miesiac lub = dowolnymi prezerwami. Rozwiazania zadan 2 matematyki i = fizyki naledy

priesylaé w oddsielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

Klub 44 F. Oceniamy sadania w skali od 0 do 1 = dokladnodcia do 0,1. Ocen¢ mnoiymy

preez wepblcsynnik trudnodci danego sadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen sa roawi ia tego zadania, a N — licsbe oséb, ktére nadeslaly rozwiasanie chofby

jednego sadania = d u w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje

nadsylajacy. Po :gromldsenlu 44 punktéw, w dowolnym crasie | w ktérejkolwiek = dwéch

konkurencji (M lub F), zostaje on cslonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zalicrana
Termin nadsylania roswiasa: do ponownego udsialu. Traykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

811 1901 Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Zadania 3 matematyki nr 211, 212 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

211. Na plasscsyénie dane 83 dwie péiproste o wepélnym poczatku P (nie zawarte
w jednej prostej) oraz kolo zawierajace punkt P w swoim wnetrsu. Wysnacayé
konstrukcyjnie (cyrklem i linia) tréjkat o minimalnym obwodsie majacy dwa boki
sawarte w danych pélprostych, a trseci bok styczny do danego kola.

212. Znalefé ogélna postaé funkcji wymiernej F (jednej zmiennej rzeczywistej),
nie réwnej toisamodciowo zeru, spelniajacej réwnanie

F(z)=F (%)
dla wesystkich z, dla ktérych obie strony maja sens liczbowy. (Naleiy podaé warunki

koniecsne i dostatecsne, jakie powinny spelniaé wielomiany bedace licznikiem
i mianownikiem nieskracalnego ulamka P/Q prsedstawiajacego funkcje F.)

Zadanie 213 saproponowal pan Jézef Banaé z Rzeszowa.

Roswiasania sadari 53 matematyki s numeru 6/1990

Przypominamy treéé sadan:

208. Wyznaczyé najmniejsza licsbe naturalng n, dla ktérej istnieje 1990 réinych licab
naturalnych < n, takich, ie iadna s nich nie jest dwukrotnofcia innej.

204. Wykazaé sbhieinofé i enalefé granice ciagu an = n™ (nle — [nle])™.

208. Niech n bedzie dowolng liczsba naturalna i niech A bedzie podzbiorem szbioru
{1,2,...,n}, takim, ze

(1) © z€EA = 2 gA.

Dla dowolnej liczby nieparzystej ¢ roswaimy ciag

(2) 9, 29, 49, 8q,...

Z kaidej pary kolejnych wyrazéw tego ciagu tylko jeden moie nalezeé do A. Zatem
w klasie gbioréw A C {1, ..., n} o wlasnoéci (1) maksymalna liczbe elementéw

ma gbiér Amas, ktéry 3 kaidego ciagu (2) wybiera dokladnie co drugi wyrasz, od
najmme,]s:ego poczynajac. Zbiér ten sklada sie z wssystkich liczb naturalnych < n
poata.cl 4*¢ (g nieparsyste). Dla ustalonych k i ¢ jest w sbiorze {1, ..., n} dokladnie

[(4 n+ 1)/2] liczb tej postaci. Liczba elementéw zbioru Ama: wynosi wiec

F(n) = Z [(47*n+1)/2] , gdsied4™ <n< ™,
k=0
Z bezposredniego rachunku mamy: F(2986) = 1989, F(2987) = 1990. Wynika
g etad, e najmniejsza liczba n, dla ktérej istnieje w sbiorze {1, ..., n} podzbiér
1990-elementowy o wlasnoéci (1), jest 2987.

204. Korzystamy 3 praedstawienia e = s, + r,, gdzie liczba calkowita, a drugi — liczba 2 prazedzialu (0;1). Wobec
n o tego nle — [nle] = nlr,, czyli
1 1
a..zZ;’!'a fa = Z Ei n=1,23,... a,.=(n-n!r,.)".
"=°_ kL Z nieréwnoéci (4) wynika teraz, ie @, < 1, natomiast z (3)
Reszta r, spelnia oszacowania: i 2 nierdwnoéci Bernoulliego dostajemy:

; 1 1 _ n+3 n(n ) |
(3) ‘>[n+1)!+(n+2]!_(n+2)! a..>((“+1)?;.3+2)) -

oraz

1 1 1 1 = (1 " ;)" o L.
“ "‘<(n+1)!(”u+1+(n+1)=+'”)=n_-n1' Wi tant2 RS TR
Zatem, na mocy twierdzenia o trzech ciagach, lim a, = 1.

W wyraieniu nle = nls, + n!r, pierwszy skladnik jest
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Croléwka ligi zadaniowej
Kilub 44 F
po uwsglednienin ocen rozwiazan
zadad 93 (WT=2,41), 94 (WT=2,80),
95 (WT=2,93) i 96 (WT=2,35)
% numeréw 9/1989 i 10/1989

‘Aleksander Surma - Mysszkéw 45,06pkt

Andrze] Borowskl - Aleksandrdw

= Kunjawski 39,93pkt
Adam Sikorskl = Lublin 36,64pkt
Wojclech Pelsert - Wroclaw 35,33pkt
Piotr Baila = Torud 25,27pkt

Pne_nylhw Gworys - Caestochowa 33,50pkt

Mariuszs Bogacs - Plficaéw 31,91pkt
Marek Karad = Tarandw 29,30pkt
Lewzek Motyka - Krakfw 26,63 pkt

Pan Surma po raz drugi prsekrocsyl
44 punkty.

.
Rys. 2

n 5 20 50
z,(107%1) | 8,840 | 8,840 8,839

500
8,839

Zadania = fizyki nr 109, 110 Redaguje dr Andrzef NADOLNY

109. Dany jest obwdéd, jak na rysunku 1, zlogony 3 idealnych elementéw: diody,
kondensatora o pojemnoéci C, cewki o indukcyjnodci L oraz wylacznika. W chwili
poczatkowej miedzy okladkami kondensatora panuje napiecie Uy (gérna okladka
naladowana dodatnio). Znalegé napiecie na kondensatorze oraz nateienie pradu
plynacego w obwodsie po uplywie czasu ¢ od zamknigcia wylacznika.

110. Kula A o promieniu r spada na unieruchomiona kule B o promieniu R

i wielokrotnie sie od niej odbija. W chwili poczatkowej érodek kuli A znajduje sie

na wysokoéci b > R + r nad érodkiem kuli B i w odleglodci € < R + r od prostej
pionowe]j przechodszacej przez drodek tej kuli. Znalefé (metoda analityczna lub
numerycena) prsyblifony wzér opisujacy wepdélrzedna pozioma érodka kuli A w chwili
k-tego odbicia w saleénodci od liczby k i wspdhrzednej poczatkowej €. Odbicia naleiy
traktowal jako idealnie spreiyste, opér powietrza i obrét kuli A zaniedbaé.

Roswiasania sadaii = fisyki = numeru 6/1990
Przypominamy tredé zadafi:

101. Izolowana kula metalowa o promieniu 1 cm jest bombardowana przes szeroki strumied
elektronéw o energii 1000 eV. Po pewnym crasie zostaje osiagniety stan réwnowagi. Jakie sa
w tym stanie: potencjal kuli, zgromadzony na niej ladunek oraz natgienie pola elektrycsnego
prey powierschni kuli? .

103. Jednorodna, wiotka lina o dlugoéci ! i masie m, & zawieszonym na jej dolnym koricu
obciagnikiem o masie M = bm, zwisa awobodnie, zaczepiona swym gdrnym koricem. Wiejacy
poriomo ze stala predkodcia wiatr dziala na line sila réwna, co do wartodci cigiarowi liny,
podceas gdy sila wiatru dzialajaca na obciagnik jest saniedbywalna w porédwnaniu z jego
cigiarem. Jaki kat tworsy lina » kierunkiem pionowym w punkcie jej saczepienia? Obliczy¢
w spoedb przyblifony metodami numerycznymi odchylenie obciainika od pionu.

101. W stanie réwnowagi (nasycenia) ladunek kuli jest staly i nowe elektrony nie
docieraja do niej dzigki odpychaniu elektrostatycznemu. Potencjal kuli V' musi zatem
byé réwny energii elektronu dzielonej przes jego ladunek, cayli V = 1000 V.
Ladunek zgromadsony na kuli wynosi Q = CV, gdzie C = 4weoR jest pojemnoécia kuli
o promieniu R (€0 — przenikalnoéé elektrycsma préini), cayli @ = 4meo RV. Nateienie
pola przy powierzchni kuli, okreélone wzorem

E= Ql(itEDRa) ’
wynosi satem E = V/R.

102. Kierunek liny w punkcie zaczepienia Z pokrywa si¢ z kierunkiem wypadkowej

sily F dzialania liny na zaczep (rys. 2). Skladowa pionowa tej sily Fy = —(m + M)g =
= —6mg (g — preyspieszenie ziemskie), skladowa poszioma (sila dzialania wiatru réwna
ciegarowi liny) F. = —mg. Kat © miedzy kierunkiem sily wypadkowej a pionem wynosi
wigc B = arctg (F;/F,) = arctg (1/6) = 9, 5°.

Aby oblicsy¢ odchylenie dolnego kofica liny od linii pionowej przechodzacej przez punkt
saczepienia, podszielimy line na n odcinkéw o jednakowej dlugodei Al = I/n. Traktujac
te odcinki jako prostoliniowe przyjmujemy, e kierunek kaidego odcinka pokrywa sie

s kierunkiem sily dzialajacej w polowie jego dlugoéci ze strony dolnej czeéci liny.

Niech 1 bedszie numerem kolejnego odcinka liczac od dolnego kofica liny (umieszczonego
w poczatku ukladu wspélrzednych). Srodek tego odcinka oznaczamy przez F;,

omawiana wyzej sile — przes ?.-. Skladowa pozioma sily 'E_".‘ jest réwna calkowitej sile
wiatru dzialajacej na line ponizej punktu P;:
Fis = Fu(i-1/2)/n=—(i - 1/2)mg/n
(wobec niewielkiego odchylenia liny od pionu moina prayjaé, fe sila wiatru dzialajaca
na odcinek liny jest proporcjonalna do dlugoéci tego odcinka).
Skiadowa pionowa réwna jest sumie ciggaru dolnego odcinka liny i obciagnika:
Fiy =—-Mg— (i —1/2)mg/n = — (5mg + (i — 1/2)mg/n) .
Kat a; nachylenia odcinka wzgledem pionu spelnia réwnanie
tgoi=Fi:fFiy=(i—1/2)/(5n +1—1/2).

Rzut poziomy tego odcinka wynosi Az; = Alsin ;. Wobec tego, ie a; <8 < 10°,
preyjmujemy Az; = Altg a;. Stad

Az; = (I/n)(i—1/2)/(5n +i—1/2).
Poszukiwane odchylenie od pionu obliczamy jako

T, = Zu: Az;.
=1

Wyniki otrsymane dla réznych wartodci n podane g3 w tabeli obok.

Dla uzyskania poprawnego wyniku wystarczy wiec bardzo niewielkie n. Tym bardziej,
ge se wigledu na przyjete zalogenia uprassczajace nie ma sensn podawanie koficowego
wyniku z dokladnoédcia wieksza od dwéch miejsc znaczacych. Odpowied brami wiec:
z, = 0,088 l. Dokladniejsze sposoby rozwiazywania problemu daja réwnies taki wynik.
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