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Skr6t regulaminu
Kazdy moze nad8ylaf rozwiazania zadalt z 'numerun w terminie do koltca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazali zamie8zczamy w numerzen + 4. Mozna nad8ylaf rozwiazania
czt'erech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robl~
co mlulac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadalili matematyki i z fizyki nalezy
przeayla~ w oddzielnych kopertach, umie •••czajac na kopercie dopisek: Klu'b 44M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w 8kall odO do 1 z dokladno'ci" do0,1. Ocene mnozymy
przez w8pólczynnlk trudno'ci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza 8ume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN - Uc!zbe08ób, które nade8laly rozwiazanie cho~by
jednego zadania z danego nuMeru w danej konkurencji(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nad8ylajl\CY. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym cza8ieIw którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), z08taje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jeat zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin z08tal wydrukowany w numerze 1/1900.

211. Na plaslclyjnie dane sa dwie p6lproste o wspólnym poczatkuP (nie zawarte
w jednej prostej) oraz kolo zawierajace punktP w swoim wnetrzu. Wyznaczyc
konstrukcyjnie (cyrklem i linia) trójkat o minimalnym obwodzie majacy dwa boki
sawarte w danych pólprostych. a tueci bok styczny do danego kola.

212. Znaldc ogólna postac funkcji wymiernejF (jednej zmiennej rzeczywistej),
nie równej toisamosciowo zeru. spelniajacej równanie

F(z) ~ F (~)

dla wszystkich z. dla kt6rych obie strony maja sens liczbowy. (Nalezy podac warunki
konieczne i dostateczne. jakie powinny spelniac wielomiany bedace liczniki"em
i mianownikiem nieskracalnego ulainka..P/Q przedstawiajacego funkcjeF.)

Zadanie 212 saproponowal pan Józef Banas z Rzeszowa.

Roswi~sanla sadan s matematyki s numeru 6/1990
Przypominamy tresc zadan:
208. Wyznaczyl najmniej •••" liczbe naturain"n, dla której istnieje 1990 róznych liczb
naturalnych ~n, takich, ze zadna z nich nie je8t dwuk,rotno'ci" innej.
204. Wykaza~ zbiezno'l i znaleU grani~e cil\gUa" = n" (n!e -In!ell".

Zadania z matematyki nr 211, 212 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

'"

_ (l 2)n l' 2n- - n2 + 3n + 2 ,>. - n2 + 3n + 2 .
Zatem. na mocy twierdzenia o trzech ciagach, lim an= 1.n-co

203. Niechn bedzie dowolna liczba naturalna i niechA bedzie podzbiorem zbioru
{l. 2•...• n}, takim. ze

(l) ,zEA =} 2z(/.A.
Dla dowolnej liczby nieparzystej q rozwazmy ciag

(2) q. 2q. 4q, 8q, •..

Z kazdej pary kolejnych wyraz6w tego ciagu tylko jeden moze nalezec doA. Zatem
w klasie zbiorów A C {l •...• n} o wlasnosci (l) maksymalna liczbe elementów
ma zbiór A",...,. który z kazdego ciagu (2) wybiera dokladnie co drugi wyraz, od
naj mniejszego poczynajac. Zbi6r ten sklada sie z wszystkich liczb naturalnych:$ n
postaci 41:q (q nieparzy8te). Dla ustalonychk i q jest w zbiorze {l •...• n} dokladnie
[(4-l:n + 1)/2] liczb tej postaci. Liczba elementów zbioruA",..., WYllOsiwiec

F(n) = L [(4-l:n + 1)/2]. gdzie 4'" :$ n < 4",+1.
1:=0

Z bezposredniego rachunku mamy:F(2986) = 1989,F(2981) = 1990. Wynika
stad, ze naj mniejsza liczban. dla kt6rej istnieje w zbiorze {l, ... ,n} podzbiór

t9~-elementowy o wlasnosci (l), jest 2987.
20~. Korzystamy z przedstawienia e= 8n + rn, gdzie liczba calkowita, a drugi - liczba z przedzialu(O; l). Wobec

n 1 co l tego nIe - [nIe] = n!rn• czyli
8n=Li!' rn= L kI; n=1,2;3 •... an=(n·n!rnt·

1:=0 I:=n+l Z nierównosci (4) wynika teraz. ze an< l, natomiast z (3)
Reszta rn spelnia oszacowania: i z nierównosci Betnoulliego dostajemy:

(3) rn > l + l = n + 3 ( n(n + 3) ) n _(n+l)! (n+2)! (n+2)! an> (n+l)(n+2) . -oraz

l ( l l ) l(4) rn<{_ .0\' 1+n+l+(n+l)2+'" =n.n!·

W wyrazeniu nIe = n!sn + n!rn pierwszy skladnik jest
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Zadania s fizyki JU' 109, 110 Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Rys. l

Crolówka ligi zadaniowej
Klub 44 po

po uwzglednieniu ocen rozwi~tl.
zadatl. 9S(WT=2,41), 94 .(WT=2,aO),

9S (WT=2,9S) i 96 (WT=2,SS)
z numer6w 9/19a9 i 10/1989

•Alt'k •• ndu Surma. - Mysak6w 4S,06pkt
Andrsej Borowalrl - Alelraa.ndrów

lCuJa.wakl 39,92pJrt
Ada.....m 91lronJrl - Lublin S6.CS4pJrt
Wojciech Peolsert - Wrocl.w 35.S2pJrt
Piotr Ba.la. - 'I'Ol'u:d S5,2TpJrt
Przemyslaw C_o rys - Cs.dochowa. 3S.59plrt
Ma.rill'. BoSa.cs - Pl6cs6w Sl,91plrt
)d •.rek Ka.ra' - 'I'ana6w 29.aOpJrt
LeUf'Jr Motyka. - Kra.ków 'CS,CS3pJrt

Mg •••••Rys. 2

109. Dany jest obwód, jak na rysunku 1, zlozony z idealnych elementów: diódy,
kondensatora o pojemnolkiC, cewki o indukcyjnosci L oraz wylacznika. W chwili

'poczatkowej miedzy okladkami kondensatora panuje napiecieUo (górna okladka
naladowana dodatnio). Znalezc napiecie na kondensatorze oraz natezenie pradu
plynacego w obwodzie po uplywie czasut od 'zamkniecia wylacznika .

.110.Kuta A o promieniu r spada na unieruchomiona kuleB o promieniu R
i wielokrotnie sie od niej odbija. W chwili poczatkowej srodek kuliA znajduje sie
na wysokosci h.:> R + r nad srodkiem kuliB i w odleglosci e <: R + r od prostej
pionowej przechodzacej przez srodek .tej kuli. Znalezc (metoda analityczna lub
numeryczna) przyblizony wzór opisujacy wsp6lrzedna pozioma srodka kuliA w chwili
k-tego odbicia w zaleznosci od liczbyk i wsp6lrzednej poczatkoweje. Odbicia nalezy
traktowac jako idealnie sprezyste, opór powietrza i obrót kuliA zaniedbac.

Roswl~sanla••dali. fisyki • numeru6/1990
Przypominamy tresc zadan:
101. Izolowana kula metalpwa o promieniu l cm jest bombardowana przez szeroki strumietl.
elektron6w o energii 1000 eV. Po pewnym czasie zostaje osi"gniety stan r6wnowagi. JakieO"
w tym stanie: potencjal kuli, zgromadzony na niej ladunek oraz natezenie pola elektrycznego
przy powierzchni kuli?
102. Jednorodna, wiotka lina o dlugolIci I i masie m, z zawieszonym na jej dolnym kotl.cu
obciainikiem o masie M= Sm, zwisa swobodnie, zaczepiona owym g6rnym koncem. Wiejacy
poziomo ze stal" predkolIci" wiatr dziala na line sill\, r6wnl\, co do wartolld ciezarowi liny,
podczas gdy sila wiatru dzialajaca na obci"znik jest zaniedbywalna w por6wnaniu z jego
ciezarem. Jaki k"t tworzy lina z kierunkiem pionowym w punkcie jej zaczepienia? Obliczyc
w spos6b przyblizony metodami numerycznymi odchylenie obci"znika od pionu.

101. W stanie równowagi (nasycenia) ladune~ kuli jest staly i nowe elektrony nie
docieraja do niej dzieki odpychaniu elektrostatycznemu. Potencjal kuliV musi zatem
byc równy energii elektronu dzielonej przez jego ladunek, czyliV = 1000 V.
Ladunek zgromadzony na kuli wynosiQ = CV, gdzie C = 47TfOR jest pojemnoscia kuli
o promieniu R (fo - przenikalnosc elektryczna. prózni), czyli Q= 47TfoRV. Natezenie
pola przy powierzchni kuli, okreslone wzorem

E = Q/(47TfoR2),

wynosi zatem E =V/R.

10~.Kierunek liny w punkcie zaczepieniaZ pokrywa sie z kierunkiem wypadkowej
sily F dzialania liny na zaczep (rys. 2). Skladowa pionowa tej silyF, = -(m + M)g =
= -6mg (g - przY_tlpieszenieziemskie), skladowa pozioma (sila dzialania wiatru równa
ciezarowi liny) Fs= -mg. Kat emiedzy kierunkiem sily wypadkowej a pionem wynosi
wiec e= arctg (Fs/ F,) = arctg (1/6) = 9,5°.
Aby obliczyc odchylenie dolnego konca liny od linii pionowej prze~hodzacej przez punkt
zaczepienia, podzielimy line na n. odcinków o jednakowej dlugosció'l = l/n. Traktujac
te odcinki jako prostoliniowe przyjmujemy, ze kierunek kazdego odcinka pokrywa sie
z kierunkiem sily dziala.jacej w polowie jego dlugosci ze strony dolnej czesci liny.
Niech i bedzie numerem kolejnego odcinka liczac od dolnego konca liny (umieszczonego
w poczatku ukladu wsp6lrzednych). Srodek tego odcinka oznaczamy przez Pi,

omawiana wyzej sile - przezFi. Skladowa pozioma silyF i jest równa calkowitej sile
wiatru dzialajacej na. line ponizej punktu Pi:

Fi,s = Fs(i -:-1/2)/n = -(i - 1/2)mg/n
(wobec niewielkiego odchylenia liny od pionu mozna przyjac, ze sila wiatru dzialajaca
na odcinek liny jest proporcjonalna do dlugosci tego odcinka).
Skladowa pionowa równa jest sumie ciezaru dolnego odcinka liny i obciaznika:

Fi" = -Mg - (i - 1/2)mg/n = - (5mg + (i - 1/2)mg/n) .
K~t Olinachylenia odcinka wzgledem pionu spelnia równanie

tg Oli= Fi,si Fi" = (i - 1/2)/(5n + i - 1/2) .
Rzut poziomy tego odcinka wynosi ó'Zi= ó'lsin Oli. Wobec tego, ze Oli< e< 10°,
przyjmujemy ó'Zi= ó'ltg Oli. Stl\d

ó'Zi = (l/n)(i - 1/2)/(5n + i - 1/2).
PoszukJwane odchylen1e od pionu obliczamy jako

n
z. = E ó'Zi.

;=1
Wyniki otrzymane dla róznych wartoscin podane sa w tabeli obok.
Dla uzyskania poprawnego wyniku wyBtarczy wiec bardzo niewielkien. Tym bardziej,
ze ze wzgledu na przyjete zalozenia upraszczajace nie ma sensu podawanie koncowego
wyniku z dokladnoscia wieksza od dwóch miejsc znaczl\cych. Odpowiedz brzmi wiec:
z. = O, 088 l. Dokladniejsze sposoby rozwiazywania problemu daja równiez taki wynik.
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