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W Delcie 2/1989 byla przedstawiona propozycja
rozwiniecia tytulowego tematu przy prayjeciu, ie

pochodng ciggu (a,.) jeat cigg (a,(.”) 1= Gp41 — Gn.

Natychmiastows konsekwencja takiej definicji jest
rekurencyjny wzér na k-ta pochodna ciagu

(a’(lk+l)) — (a'('r.))(l)_
Spoféréd licznych przykladéw umieszczonych w mojej pracy
szczegdlnie interesujacy jest ciag geometryczny o ilorazie 2.
Mamy bowiem (a . 2""")“) =g+ 3" — @ @0 L=iga R
Oznacza to, e jeéli b, jest ciagiem geometrycznym
o ilorazie 2, to b = bn, a wiec ciag ten zachowuje sie
analogicznie do funkcji e®.

Mozna sprawdzié, ie wzory na pochodna sumy i résnicy
ciagéw oraz iloczynu ciagu przes stala sa takie same, jak
dla funkcji zmiennej rzeczywistej. Pozwala to na podanie
bezpoéredniego wzoru na k-ta pochodna ciagu

k
(1) o =37 (4)anta—i - (-1,
=0
co sprawdza sie indukcyjnie.
Natomiast inne 83 jui wzory na pochodna iloczynu
i ilorazu ciagéw
(an o bll)“) = El(ll) <bp +an - b.‘:l) = a!:” : bl('l” ]
(u_") ) e a’l{ll) I bn = Gp * bl(ll)

bn

Sprawdzenie np. pierwszego g nich jest nastepujace
(an - b,,](” = Gpt1 Dpnt1 — Gn - b =

=0n+1 Bnt1 — Gn41 bn +Gny1bp — G - b =

= ant1- b + 0l - ba = (al" +an) - B + ) - bo =

=g . bf,” +an -0 +alV b,
Konsekwencja przyjecia podanej wyzej definicji pochodnej
ciagu jest przyjecie definicji:
ciggiem pierwoinym ciggu (a,) nazywamy taki cigy (f a,‘),

Ze (fa,.)“) =an;

co daje, po prostej indukeji,

n—1
(2) fﬂ'n=26i+c.

=1
Okazuje sie wiec, Ze kaidy ciag moina latwo calkowad.
Poniewai inny jest wzér na pochodna, iloczynu, wiec inny

jest tei wzér na calkowanie przez czedci
(8) Baila= fa,(.l) <bn + fa... B 4 faﬁ” - b!.”.

Jako przyklad zastosowania tego wzorn oblicze Sf = 2 i,
=1

Podstawiajac we wzorze (3) an = (n+1)¥*1 i b, =1
otrzymujemy

k
(n+1)* = (4) (n+2)*,
=0
gdzie pochodna ciagu a, zostala obliczona przez
zréiniczkowanie rozwiniecia wyrazu an4+1 w dwumian
Newtona. Mamy wiec, wobec wzoru (2),
) (n+1)*+ =
4 . -
=("T)ss+ () s+ + (311) s+ 0,
co pozwala obliczyé S¥ rekurencyinie za pomoca
Sk-1 ..., 82, gdyi podstawiajacn =1i k=0
stwierdzamy, ie C = 1.
Dalsze uproszczenie obliczania §¥ mozna uzyskaé, jeéli sie
zauwazgy, e
(5) (k+1)-SE=n*t'4 A0t 4. 440,
gdzie wspélczynniki Ay, ..., Ax nie zaleza od n,
zaleia tylko od k. Wzér (5) uzyskuje sie ze wzoru (4)
indukeyjnie.
Zgodnie ze wzorem (5) mamy .
(k+1)-Sxi=(m+1)*"+ Ai(n+1)* + ...+ Ax(n F 1),
co po odjeciu (5) daje
© (k+1)(n+1)*F = ((n+1)F —n*+1) +
6
+ A ((n+1)F—n*) +... 4+ A ((n+1) = n).
Z drugiej strony, zgodnie z dwumianem Newtona, mamy
()™ =nm+ (") n™ 4.+ (", )n+1.
Pozwala to obliczyé wspélczynniki wystepujace we wzorze
(6). Mamy wtedy, dla kazdego i =1,2,...,k
(k+1)(%) =
— [k k k- k—i
= (41 + A (8) + A+ (32) +oot s (F500).
Przenoszac wyrazy nie zawierajace wapélczynnikéw A,

na lewg strone i dzielac przez (’.‘I:) ofraymujemy dla
dowolnego k

M =) B+ (F) Bat...+ () B,
gdzie B = A;/ (k'i."l). Jedli ten rezultat polaczymy ze
wzorem (5), otrzymamy

(k+1)) it =n*1 4 (5) Bint+
i=1

i (";‘1) Ban* b 4 oo ("r’) Bin,
gdzie wspélczynniki By, dane sa rekurencyjnie wzorem (7).
Przytoczony wzér na calkowanie ciagéw przez czedci
pozwala np. na obliczenie sum

11-1+421-24...4nl:n,
1-242-3+...4n-(n+1),

albo takich sum funkcji trygonometrycznych, jak

cosO+cosa +cos2a+ ...+ cosna,

sin0+sina+s8in2a+...+sinna,

ale szczegdléw ani wynikéw nie podaje, by nie psué
przyjemnoéci Czytelnikom.



