Homeomorfism (= gr.):
homeo — jednakowy, podobny;
morphe — kastalt.

Rys. 2

O charakterystyce Eulera pisalidmy jusi
w Deleie 10/1989.

Charakterystyke Eulera moina réwnies
definiowad dla figur znacznie bardziej
skomplikowanych nik wielodciany
topologiczne. Definicja taka wymaga
jednak uiycia skomplikowanych metod
topologicanych i traci geometrycsny
charakter.

Charakterystyka Eulera
jest niezmiennikiem topologicznym
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Wigkszoéé Caytelnikéw spotkala si¢ jus sapewne s nastepujaca definicja:

Figury geometrycsne A i B nasywamy homeomorficznymd, jeieli istnieje odwsorowanie
f : A — B, takie, ge 8

(i) f jest ciagle,

(ii) f jest wsajemnie jednoznacsne,

(iii) odwzorowanie odwrotne do f jest cmgie

Odwsorowanie f majace wlasnoéci (i) — (iii) nasywamy homeomorfismem.

Najprostsze przyklady figur homeomorficznych to takie figury geometrycsne, s ktérych
jedna moina przekestalcié na druga za pomoca wyginania i rosciagania, ale bes
rosrywania i sklejania. Na rysunku 1 przedstawiamy trsy prsyklady tego rodsaju:
brzeg kwadratu i okrag, kwadrat i kolo oras pobocsnice ‘'walca i powierschnig bocsna,
sseécianu.

W podouny sposéb moina wykasaé, se powierschnia sseécianu jest homeomorficsna
se sfera; wystarczy w tym celu wykonaé szeécian 3 elastycsnego materialu, a nastepnie
napompowaé (podobnie jak pilke).

Nie wasystkie przyklady sa jednak tak proste. Moina udowodnié, de okrag jest
homeomorficzny 3 wezlem zwanym koniczynka (rys. 2). Tymcsasem aby praeksstalcié
wesel na okrag (czyli rozwiazaé wezel), nalesy najpierw go rosciaé, nastepnie rozplataé
i na koficu skleié 3 powrotem.

Oczywidcie, aby wykazaé, se dwie figury sa homeomorficzne, wystarczsy wskazaé
prsykiad homeomorfizmu miedzy nimi (tak jak to prsed chwila robiliémy). Znacsnie
trudniej jest dowiedé, e dwie figury homeomorficznymi nie sa. Jednym se sposobéw
postepowania w tej sytuacji jest snalesienie jakiejé cechy, ktéra jest jednakowa dla
dowolnych dwéch figur homeomorficznych, ale réina dla figur praes nas badanych.
Wilasnoéé jednakows dla dowolnych dwéch figur homeomorficsnych nasywamy
niesmiennikiem topologicanym.

Praeéledémy opisany wyiej sposéb postepowania na kilku prsykladach; poxnamy prsy
okazji kilka prostych niezmiennikéw topologicznych.

Punkt i prosta. Poniewai kaidy homeomorfizm jest bijekcja, wiec dowolne dwie figury
homeomorficzne maja tyle samo elementéw (liczba elementéw figury geometrycsnej
jest niezmiennikiem topologicznym). Ale zbiér sloiony z jednego punktu ma jeden
element, a prosta ma ich nieskoficzenie wiele ~ figury te nie sa wigc homeomorficzne.

Prosta i dwie proste réwnolegle. Prosta jest figura geometrycsna siofona s jednego
pkawalka”, natomiast dwie proste réwnolegle to figura sloiona s dwéch ,kawatkéw™.
+Kawalki®, z ktérych sbudowana jest figura geometryczna, nossa naswe skladowych
spdjnych; figury majace tylko jedna skladows spdjna (skladajace si¢ 5 jednego
skawaltka®) — nagwe figur spéjnych. Moina wykasaé, ie homeomorfism prseksstalca
skladowe spéjne na skladowe spéjne, a zatem figury homeomorficzne maja tyle samo
skiadowych spbjnych (liczsba skladowych spéjnych jest niesmiennikiem topologicsnym).
Ale, jak zauwaiyliémy przed chwila, prosta jest figura spéjna, a druga badana figura
ma dwie skladowe. Oznacza to, Ze figury te nie s homeomorficzne.

Obydwa poznane do tej pory niezmienniki sa wprawdzie bardzo proste, ale ich
skutecznoé¢ jest niewielka; saden = nich nie pomoge nam np. w wykasaniu, ge

odcinek nie jest homeomorficzny z brzegiem kwadratu. Aby wiec wykasad, de te

dwie figury rzeczywiécie nie 83 homeomorficzne, musimy ugyé nowego niesmiennika
topologicznego. Okazuje sie, Ze doskonale do tego celu nadaje sig charakterystyka
Eulera. Charakterystyke Eulera definiujemy dla dowolnej figury geometrycsnej bedacej
suma mnogoéciows skoficzonej liczby punktéw, odcinkéw oraz wielokatéw wypuklych
(figury, majace opisana wiasnosé, bedziemy nazywaé wielodcianami). Charakterystyka
Eulera wielodcianu P nazywamy liczbe calkowita x(P) =W — K + §, gdzie W osnacza
liczbe wierzchotkéw, K — krawedzi, a S écian wielodcianu P.
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Dla lepszej ilustracji obliczamy charakterystyke Eulera kilku wielodcianéw (rys. 3).

Dla nas najwainiejsze jest to, e charakterystyka Eulera jest niesmiennikiem-
topologicznym, czyli Ze zachodszi twierdzenie:

Twierdsenle 1. Jezeli wielodciany P i Q s homeomorficzne, to x(P) = x(Q).

PUNKT ODCINEK

Korsystajac s tego twierdzenia mozemy latwo dowiedé, e odcinek nie jest

W1 K=0,5-0 W=2, K1, 520 homeomorficzny z brzegiem kwadratu. Wystarczy w tym celu przypomnieé sobie,
o =1 ie charakterystyka Eulera odcinka jest réwna 1, a brzegu kwadratu - 0 (rys. 3).

W podobny sposéb moiemy wykazaé, e kwadrat nie jest homeomorficzny 3 brzegiem

sgefcianu.
G KWADRAT .
A

ATU Co prawda, charakterystyke Eulera zdefiniowaliémy jedynie dla ,wielodcianéw?®, cayli
dla bardzo waskiej klasy figur geometrycznych, jednak dzieki twierdseniu 1 moina
/ \ / \ jej uiywal przy badaniu znacznie bardziej skomplikowanych figur. Bedsiemy pray
; tym wykorzystywaé nastepujaca wtasnoéé relacji ,bytia figurami homeomorficznymi®
Wb =4, S Asdyrish 5t (swana przechodniodcia):
ik e Jegeli figura A jest homeomorficzna z figura B, a B jest homeomorficzna # figura C,

POWIERZCHNIA to réwniei A jest homeomorficzna 3 C.
BOCZNA SZESCIANU

BRZ
D

KWA

a3 =

Niech teraz W bedzie dowolna figura homeomorficzna 3 pewnym wielodcianem
(figury o tej wlasnodci nazywaé bedziemy wielodcianami topologicznymi). Dowolne
dwa wielodciany P, i P; homeomorficzne z W 83 (na mocy whasnoéci przechodnioéci)
homeomorficzne miedzy soba, a zatem maja réwne charakterystyki Eulera
(twierdzenie 1). Moiemy wiec prayjaé nastepujaca definicje:

Charakterystykq Eulera wielodcianu topologicznego nazywamy charakterystyke Eulera

POWIERZCHNIA SZESCIANU dowolnego wielodcianu z nim homeomorficznego.

Dla lepazej ilustracji oblicsmy charakterystyke Eulera kilku prostych wielodcianéw
topologicznych:
Okrag. Jak jui zauwaiyli§my, okrag jest homeomorficzny s brzegiem kwadratu, wiec
jego charakterystyka Eulera jest réwna 0.
Kolo. Jest homeomorficzne z kwadratem, zatem jego charakterystyka Eulera jest
W=8, K- " =6 réwna 1.
Rys.8 1= Sfera. Jest homeomorficzna z brzegiem szedcianu, zatem y = 2.

Pobocznica walca. Podobnie jak dla powierzchni bocznej szefcianu: x = 0.
Wstega Mébiusa. Z rysunku 4 wynika, ze x = 0.

W podobny sposéb moina obliczaé charakterystyke Eulera coraz bardziej
skomplikowanych wielodcianéw topologicznych. Dla nas najwasniejsze jest to,

ie 5 wlasnodci przechodnioéci relacji ,bycia figurami homeomorficznymi® oras

s twierdzenia 1 wynika, e réwnieZ taka ,uogélniona” charakterystyka Eulera jest
niezmiennikiem topologicznym, czyli e zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twilerdzenle 2. Jeieli wieloéciany topologiczne P i Q s3 homeomorficzne,

to x(P) = x(Q)-

Korsystajac & tego twierdzenia i wczedniejszych obliczedl moiemy stwierdzié, fe okrag
nie jest homeomorficzny 2 odcinkiem oraz Ze sfera nie jest homeomorficsna s kolem.

Rys. 4 N=M ; S Warto jednak w tym miejscu zwrécié uwage na to, Ze dwie figury geometryczne

moga mieé réwne charakterystyki Eulera, a mimo to nie byé homeomorficzne. Na
preykiad saréwno wstega Mdbiusa, jak i pobocznica walca maja charakterystyke
Eulera réwna 0, a mimo to nie 83 homeomorficzne. Dowéd tego faktu nie jest prosty
1 wymaga uzycia kolejnego niezmiennika topologicznego, swanego jednostronnofcia
powierschni. Pobocznica walca ma dwie strony, gdys moiéna j3 pomalowaé dwoma
réinymi kolorami, jak na rysunku 5, a wetega Mobiusa tej wiasnoéci nie ma (jest
powierschnia jednostronna).

Niestety, czesto sig¢ zdarza, ie badajac coraz bardziej skomplikowane figury musimy
usywaé coraz subtelniejszych niezmiennikéw. Ciekawych niezmiennikéw topologicznych
dostarcza jeden z dzialéw matematyki - topologia algebraiczna.

Rys. 6

Dlaczego wigc zajmujemy sig charakierystyka Eulera, zamiast poszukaé jakiegod
O innych niesmiennikach moina t 1 s
praecsytad w artykule K. Clesielskiego lepezego niezmiennika topologicznego? Powody 83 dwa. Po pierwsze — jest ona
i Z. Pogody ,Topologia algebraicsna  WYjatkowo prostym niezmiennikiem topologicznym. A po drugie -~ mimo ujawnionej
— nleswykle polacsenie dsiedsin” wady jest stosunkowo skuteczna ~ w szczegélnodci umozliwia pelng klasyfikacje
(Problemy 12/1088). dwustronnych powierzchni bez brzegu.
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