Figura wypukla to taka figura, ktéra
wraz z dwoma punktami zawiera caly
laczacy je odcinek.

Mozina rozwazaé podobne sytuacje
w przestrzeni.

c)

Rys. 2. Tutaj stoiek nieprzesuwalnodci
jest rzeczywisdcie stozkiem — stad
wywodzi sie wladnie nazwa tego

- obszaru; gdy punkt ag jest punktem
regularnym brzegu figury Q, to stoiek
.nieprzesuwalnodci w tym punkcie jest
pSlprzestrzenia (rys. 2a).

Punkt regularny to taki punkt,
w ktérym figura ma okredlona
styczna — na plaszczyZnie prosta,
a w przestrzeni plaszczyzne.

Uklad stabilizujacy figury
Doc. dr Stanistaw FUDALI

Pytanie, o ktérym jest mowa w tym artykule, da sig sformutowaé w postaci problemu
doéwiadczalnego: iloma szpilkami wbitymi w plaszczyzne mozna unieruchomié lezaca
na niej plaska figure i gdzie nalezy je wbijaé — zakladamy przy tym, e przez figure
szpilek wbijaé nie mozna (np. dlatego, Ze jest wykonana ze stalowej blachy). Pewne
spostrzezenia nasuwaja sie od razu — szpilki trzeba wbijaé tuz przy brzegu figury.
Dla podania pelnej i pewnej odpowiedzi na to pytanie nalezy je matematycznie
sprecyzowal. ' '

Na plaszczyZnie rozpatrywaé bedziemy figury wypukle (i tylko dla nich rozwiazemy
postawiony problem). Uméwimy sig téi, Ze wolno nam je tylko przesuwaé réwnolegle
w dowolnym kierunku (a nie wolno np. obracaé). Przesuniecie réwnolegle bedziemy tu
rozumieé ,w sposéb mechaniczny”, tzn. braé pod uwage bedziemy nie tylko polozenie
poczatkowe i koficowe (jak to sie na ogél czyni w geometrii), lecz takie wszystkie
polozenia posdrednie miedzy tymi dwoma. '

Whbijanie szpilki to wybér jakiegod punktu plaszczyzny, przez ktéry figurze nie wolno
si¢ przesuwal (uiyty wyiej zwrot ,tus przy brzegu” matematyzuje si¢ w ten sposéb,
Ze rozpatrujemy figury bez brzegu, a szpilke wbijamy w ktéry4 z punktéw brzegu).

Weimy zatem jakaé figure wypukla, oznaczmy ja @, i wbijmy szpilke tuz przy
jej brzegu w punkt ao. Szpilka ta uniemozliwi przesuwanie figury Q w pewnych
kierunkach. Kierunki, w ktérych wbita szpilka nie pozwala przesuwaé figury Q,
wypelniaja pewien obszar. Bedziemy go nazywaé stoikiem nieprzesuwalnodci
figury Q@ w punkcie ao.

Rys. 1 0) b) C)

Jest to suma tych péiprostych wychodzacych z punktu ao, ktérych przedluzenia

do prostej przechodza przez punkty wewnetrzne figury Q (nietrudno zauwasyé,

ze stozek nieprzesuwalnodci jest zbiorem, do ktérego nalezy dokladnie jeden punkt
brzegowy, mianowicie ao, bedacy réwnoczeénie punktem brzegowym figury Q).

Od razu spostrzegamy, ze stozek nieprzesuwalnodci figury Q w punkcie ao jest
wnetrzem kata wypuklego wraz z wierzcholkiem i staje sie pélptaszczyzna, gdy punkt
ao jest regularny (rys. la).

Whbijmy teraz druga szpilke w punkcie a1 (ao # a1), takie tuz przy brzegu figury Q.

Rys. 3

Stozki nieprzesuwalnosci w punktach ao i @1 moga sig pokrywaé (rys. 3a), ale
niekoniecznie; moga by¢ rézne i mieé tylko niepusta czesé wspélna, (rys. 3b) albo nawet
pusta (rys. 3c,d). Zrozumiale jest, ze za pomoca dwéch szpilek mozemy bardziej,
niz za pomoca jednej, ograniczyé mozliwodé przesuwania figury Q, a nawet bardzo
ograniczy¢ te mozliwodé, co widaé na rysunku 3c, gdzie mozliwe jest przesuwanie
figury @ tylko w jednym kierunku (na rysunku zaznaczonym gruba, strzalka).
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Whijajac trzecia szpilke w punkt ag, réiny od ao i a1, i tez tus pray brzegu figury Q,
otrzymamy trzeci stozek nieprzesuwalnodci figury Q.

b) c
Mote sie zdarzyé, ie wbite trzy szpilki unieruchomia cilkowicie figure Q (rys. 4b),
tzn. uniemoiliwia przesuwanie jej w katdym kierunku, ale niekoniecznie staé si¢ tak
musi; na rysunkach 4a i 4d widaé, e Q mozna przesuwaé w kazdym kierunku miedzy
kierunkami strzalek zaczepionych w punkcie b; na rysunku 4c taki kierunek jest tylko
jeden. W praypadku sytuacji takiej, jak na rysunku 4b, powiadamy, e Q zostala
ustabilizowana trzema punktami ao,a1,82 (a nie trzema szpilkami), a gbiér tych
punktéw nazywamy ukladem stabilizujacym figury Q.

d)

Nietrudno zauwazyé na podstawie rysunkéw 4a,c,d, ze wbicie czwartej szpilki tuz
przy brzegu figury Q nie zawsze powoduje ustabilizowanie tej figury. Wbijajac
Rys. 5. W praypadku figury gdziekolwiek na luku aoaiaz (rys. 4a) niczego w zakresie ,przesuwalnoéci” figury Q
tréjwymiarowej zadne trzy ,szpilki” nie zmienimy; moina ja bedzie nadal przesuwaé w kaidym kierunku miedzy kierunkami
nie moga jej ustabilizowad, tzn. nie wskazanymi obok rysunku (i wzdlui tych kierunkéw tez). Podobnie wyglada sprawa )
moie powstal sytuacja taka, jak z figura przedstawiona na rysunku 4c, gdy czwarta szpilke wbijemy gdziekolwiek
na rysunku 4b. s . R—— . e o .
na tuku @oa;as — nie uniemozliwi ona przesuniecia we wskazanym kierunku. Takisam
rezultat bedzie, gdy czwarta szpilke whijemy w odcinek aja; figury przedstawionej
na rysunku 4d, ale gdy wbijemy ja w ktérymé punkcie lamanej aoa1 nie zawierajacej
do ay a3 (lub tamanej aoas nie zawierajacej a1 ), to uniemozliwi ona przesuniecia w pewnych
kierunkach, choé wraz z ao, 1, a3 nie bedzie stanowié ukladu stabilizujacego tej figury.
Moina jednak bez trudu spostrzec, ze w przypadku figury przedstawionej na rysunku
4a lub 4c (wraz z zaznaczonymi tam szpilkami zagradzajacymi przesuniecia) moina
wskazaé taki punkt as ,tui pray brzegu” tej figury, e wraz z poprzednimi punktami
Go,a1,a2 tworzy on uklad stabilizujacy (poréwnaj z rysunkiem 6). Dla figury
a) z rysunku 4d mozna znalefé takie punkty as i a4, ktére wraz z zagnaczonymi ao, 61,02
daja uklad stabilizujacy tej figury (rys. 6d). Poloienie tych punktéw na rysunku 6 jest
jednym z wielu mozliwych.

Okazuje sie przeto, ze wystarczy mie¢ dostateczna liczbe szpilek, aby ustabilizowaé
dowolnie wybrana figure na plaszczyfnie (i w przestrzeni tei). W sytuacjach
przedstawionych na rysunku 6 liczba punktéw stabilizujacych jest réwna 3, 4
i 5 w zaleznoéci od keztaltu figury i rozmieszczenia tych punktéw na jej brzegu
(méwilidmy, ge ,tui przy brzegu®). Zauwaimy jednak, Ze w przypadku figury
przedstawionej na rysunku 6a jeden z punkté6w ao lub a, jest nieistotny dla jej
stabilizacji - usuniecie ktéregokolwiek z nich (przy pozostawieniu drugiego) nie ~~
a ' umozliwi przesuniecia figury w sadnym kierunku. Powiemy zatem o ukladzie
ap Qg wezystkich punktéw ao, a1, az,as, zaznaczonych na rysunku 6a, ge jest on ukladem
ay stabilizujacym figury Q, ale nie ukladem istotnym. Natomiast uklad punktéw
c) @o,a1,a2,as na rysunku 6c jest istotnym ukladem stabilizujacym figury Q z tego
rysunku — znaczy to, e po usunigciu z tego ukladu jakiegokolwiek punktu znajdzie
sie kierunek, w ktérym bez przeszkéd bedzie mozna przesunaé figure Q. Inaczej
méwiac, uklad stabilizujacy A jest istotnym ukladem stabilizujacym figury Q,
jezeli usuniecie z niego jakiegokolwiek punktu sprawia, ie przestaje on by¢ ukladem
stabilizujacym te figure.

Jdo
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a,; Dla kola mozna wskazaé dwa istotne uklady stabilizujace, réiniace sie liczbg
d) punktéw (i, oczywidcie, rozmieszczeniem ich na okregu); widzimy je na rysunku 7.
Dla pieciokata foremnego istotny uklad stabilizujacy moze sie skladaé
Rys. & z 3, 4 lub 5 punktéw (rys. 8), a dla szeéciokata o réwnolegtych przeciwleglych bokach
-z 3, 4, 5 lub 6 punktéw (rys. 9).

Rys. 7 Rys. 8 Rys. 9




6 punktew

Rys. 10. Dla figur tréjwymiarowych
tak klarownego spostrzezenia nie ma.
Istnieja bowiem figury tréjwymiarowe,
ktérych minimalne uklady stabilizujace
maja 4, 5 lub'6 punktéw. Natomiast
istotne uklady stabilizujace figur
tréjwymiarowych moga mie¢ od 4 do 14
punktbw.
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Rys. 11. Figura, dla ktérej istnieje
czternastopunktowy istotny uklad
stabilizujacy; punkty ukladu
umieszczone 83 w wierzcholtkach tej
figury.

Maksymalna liczba punktéw w istotnym ukladzie stabilizujacym figury plaskiej wynosi
szeé¢; ma to miejsce dla szedciokata o réwnoleglych przeciwlegtych bokach - i tylko dla
niego (dowéd w [2]).

Istotny ukiad stabilizujacy figury Q nazwiemy minimalnym, jezeli sklada sie on

z mozliwie najmniejszej liczby punktéw. Wszystkie uklady stabilizujace przedstawione
na rysunkach 7, 8 i 9 83 istotne, ale minimalne s3 tylko te, ktére skladaja sie

z trzech punktéw. Powstaje wiec naturalne pytanie o najmniejsza liczbe punktéw

w minimalnym ukladzie stabilizujacym — czyzby dla figur plaskich liczba ta bylo 37
OdpowiedZ na to daje

Spostrzeienie (L. Fejes Téth, [1]). Dla dowolnej figury plaskies, rdznej od
réwnolegloboku, isinieje minimalny uklad stabilizujqcy skiadajqcy sie z trzech punktéw,
a dla réwnolegloboku taks ukiad tez istnieje ¢ sklada si¢ z czterech punktéw.

Skoro kazda figure plaska, réina od réwnolegloboku, mozna ustabilizowad trzema
punktami, to od razu chce si¢ wiedzieé, jak powinny byé rozmieszczone owe 3 punkty
stabilizujace, bo Spostrzezenie Fejes T6tha tego nie orzeka.

L]

Aby odpowiedzied na to pytanie, trzeba wprowadzi¢ pewne pojecia. Rozwaimy e
wypukla figure Q z niepustym wnetrzem i weZmy punkt a z jej brzegu, a nastepnie
poprowadZmy przez ten punkt prosta P, ktérej zaden punkt nie nalezy do wnetrza
figury Q. Inaczej méwiac, P zawiera tylko punkty brzegu figury Q, a cala Q leiy
po jednej stronie P. Prosta P nazywa si¢ podpierajaca figury Q w punkcie a.

25O\

Rys. 12 ,

Jeieli punkt a jest regularny, to P pokrywa sig ze styczna w tym punkcie; jezeli
natomiast a nie jest regularny (jest np. wierzchotkiem), to prosta podpierajaca
w takim punkcie nie jest wyznaczona jednoznacznie (rys. 12b).

WeZmy teraz pod uwage prosta P’ podpierajaca figury Q, ktéra jest réwnolegta

do P, ale od niej réina. Kaidy punkt naleiacy do P' i do brzegu Q nazywamy
quasi-antypodycznym wzgledem punktu a; w przypadku, gdy jest tylko jeden taki
punkt, to nazywamy go wprost antypodyecznym do a.

Rys. 13
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Na rysunkach 13a,b,e widzimy punkty antypodyczne. Warto zwréci¢ uwage, ze punkty
quasi-antypodyczne na rysunkach 13c,d wypelniaja pewien tuk brzegu figury.

Teraz jui moina odpowiedzieé¢ na postawione pytanie o rozmieszczenie punktéw
minimalnego ukiadu stabilizujacego plaskiej figury wypuklej réinej od réwnolegloboku;
wobec Spostrzezenia Fejes Tétha w takim ukladzie sa trzy punkty. Otéz pierwszy

z nich, oznaczmy go ao, moiemy wybraé zupeinie dowolnie, ale drugi, a;, trzeba
wybraé tak, aby wyznaczony przezen stozek nieprzesuwalnodci figury nie pokrywat

sie z takim stozkiem wyznaczonym przez ao. Trzeci punkt ukladu minimalnego nie
moze by¢ punktem quasi-antypodycznym ani do ao, ani do @, i nie moze nalezeé

do tuku przechodzacego przez ao i a1, zawartego w brzegu figury Q miedzy punktami
quasi-antypodycznymi do ao i a; (dowéd w [3]). Dla réwnolegloboku minimalny uklad
stabilizujacy, zgodnie ze Spostrzezeniem, jest czteroelementowy; wnetrze kazdego boku
zawiera dokladnie jeden punkt takiego uktadu.
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Dla figur tréjwymiarowych rozmieszczenie punktéw minimalnego ukiadu
stabilizujacego jest zagadnieniem otwartym. Luke te¢ moga wypelni¢ Czytelnicy
przysylajac do redakeji swoje pomysly z ich uzasadnieniem, dopisujac na kopercie:
Uklad stabilizujqcy — wezystkie nadeslane listy przeczytam i przeéle swoja opinie.

N
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Zwrécié tu trzeba uwage na fakt, ze w przestrzeni tréjwymiarowej bedziemy mieli

do czynienia z figurami, ktérych minimalny ukiad stabilizujacy jest czteroelementowy,
a takie z figurami, dla ktérych ten uklad jest piecio- i szedcioelementowy, przy czym
nie jest pewne, czy do tych ostatnich naleza tylko réwnoleglodciany i nie jest jasne, dla
jakich figur minimalny uklad stabilizujacy sklada sie z pigciu punktéw.
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Jako drugi temat dla Czytelnikéw proponuje znalezienie w przestrzeni tréjwymiarowej
takich figur, ktérych istotny uklad stabilizujacy jest co najwyiej traynasto-,
dwunasto-,. .., siedmioelementowy (figury, dla ktérych taki ukiad jest co najwyzej
szeécio-, piecio- i czteroelementowy, pokazane 83 na rysunku 10, a figura

z czternastoelementowym ukladem — na rysunku 11) i zbadanie, czy dla figury, dla
ktérej istnieje co najwyiej s-elementowy istotny uklad stabilizujacy (s € {5,6,...,14})
istnieje tez uklad (s — j)-elementowy dla j € {1,2,...,8 — 4}. Dla kuli, na przyklad,

tak jest: istnieje szeéciopunktowy istotny uklad sta.bilizuj acy z punktami
umieszczonymi w koficach trzech wzajemnie prostopadiych gérednic, pieciopunktowy

2 trzema punktami na réwniku i po jednym na kaidym biegunie oraz czteropunktowy
z punktami umieszczonymi w wierzcholkach czworoécianu wpisanego w te kule (rzecz
jasna, nie dowolnego — prawda?), ale czy dla innych figur jest tak réwniez? I czy dla

Tematyka zaproponowana w artykule
St. Fudalego moie byé, oczywidcie,
wykorzystana w pracach nadsylanych
na nasz Konkurs Uczniowskich Prac

z Matematyki.

Rys. 2

figur plaskich tez tak jest?

Przedstawiamy:

Zadanie z XX Miedzynarodowej Olimpiady FlzyczneJ

- pi/po _ Dane sa dwie nie mieszajace sie ciecze A i B. Preino&ci par nasyconych p;-
s i d =0 (i = A lub B) tych cieczy spelniaja zalezno&¢:
ai ¢ "
40 0,284 0,07278 In(pi/po) = T b (1= Alub B),
90 1,476 0,6918

gdzie po oznacza ciénienie normalne, T jest temperatura bezwzgledna pary, a a; ib; 83
pewnymi stalymi zaleznymi od cieczy.

Wartodci stosunku p;/po dla cieczy A i B w temperaturach 40°C i 90°C sa podane

w tabelce.

I Wyznacz temperature wrzenia cieczy A i cieczy B pod ciénieniem po.

II Ciecze A i B wlano do naczynia, w ktérym ulegly one rozwarstwieniu w sposéb
pokazany na rysunku 1. Powierzchnie cieczy B pokryto cienka warstwa nielotnej
cieczy C, nie mieszajacej si¢ z cieczami A i B, zapobiegajacej swobodnemu parowaniu
z gérnej powierzchni cieczy B. Stosunek mas czasteczkowych cieczy Ai B (w fazie
gazowej) wynosi

Y=pa/up =8.
Masy cieczy A i B poczatkowo byly réwne i wynosily m = 100 g. Wysokoéci stupéw
cieczy w naczyniu oraz gestoéci cieczy sa takie, e moina przyjaé, iz ciénienie
w kazdym punkcie naczynia praktycznie nie rézni sie od cignienia atmosferycznego
réwnego ciénieniu normalnemu po.

Do ukladu cieczy w naczyniu powoli, w 8poséb jednostajny, dostarczamy cieplo.
Okazuje sie, ze temperatura ¢ cieczy zmienia si¢ w czasie 7 w sposéb przedstawiony
na rysunku 2.

Wyznacz temperatury tl‘i t2 odpowiadajace poziomym odcinkom wykresu oraz masy
cieczy Ai B w chwili 7.

Uwaga: Zakladamy, ze pary cieczy:

1) spelniaja prawo Daltona gloszace, e ciénienie mieszaniny gazéw jest réwne sumie
cidniefi, jakie mialyby te gazy osobno;

2) a% do ciéniefi odpowiadajacych odpowiednim ciénieniom par nasyconych moina
traktowad jako gazy doskonale.
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