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Wynik ten moze sluzyc do znalezienia wszystkich punktów kratowych na naszej
stozkowej. Rozpatrzmy w tym celu trzy przypadki:

I. Ikl ~ 2
Jak latwo sprawdzic, dlak E {-2, -1,2} do stozkowej nie nalezy zaden punkt kratowy;
przy k = O jedynym rozwiazaniem jest(O, O), a dla k = 1 istnieja cztery punkty kratowe
nalezace do stozkowej: (0,1), (1,0), (0,-1) i (-1,0).

Rys. 2Rys. l

n. k ~3
Jesli na stozkowej lezy punkt kratowy(a, b), to do jego trajektorii nalezy pewien punkt
kratowy (c,d) taki, ze cd ~ O. By tego dowiesc, wprowadzmy funkcjef((x, y)) = x + y.
Albo ab ~ O i wówczas mozemy przyjac po prostu (c,d) = (a, b), albo ab > O, czyli
a, b > O lub a, b < O. Rozwazymy tylko pierwszy z tych przypadków - dowód drugiego
przebiega analogicznie.
Poniewaz k ~ 3 i W(a, b) = O, otrzymujemy ciag równowaznych nierównosci:

4 ~ k2 (a2 + b2~ < O < k2 + 4,

( k2 : 4 _ 2k) (a2 + b2) < k2 + 4,

(e + 4) (a2; b2 _ 1) < 2k(a2 + b2),

(k2 + 4)ab - 2k(a2 + b2) <O,

(kb - 2a)(ka - 2b) < O,

(f((kb-a,b)) -f((a,b))). (f((a,ka-b))-f((a,b))) <O.

Do napisania tej pracy zainspirowalo mnie zadanie nr 6 z XXIX Miedzynarodowej
Olimpiady Matematycznej:

. 'li li b . x2 + y2 t l t V X2 + y2 t .. 't li b t lJes cz yx, y l --- sa na ura ne, o, --- ez Jes cz a na ura na,.xy + 1 xy + 1
Rozwazmy wielomian dwóch zmiennychW(x, y) = x2 - kxy + y2 - k, gdzie k jest
pewna ustalona liczba calkowita. Ze wzoru na sume pierwiastków trójmianu
kwadratowego (gdy potraktujemyW jako wielomian jednej ze zmiennych) wynika,
ze jesli punkt (a, b) nalezy do wykresu stozkowej o równaniuW(x, y) = 0, naleza don
takze punkty (kb - a, b) i (a, ka - b), które dalej beda nazywo,ne sladami punktu(a, b)
(rys. 1). Istotne jest, ze jesli(a, b) jest punktem kratowym (tzn. gdya i b sa liczbami
calkowitymi), jego slady tez sa punktami kratowymi. Na stozkowej mozemy wiec
utworzyc trajektorie zlozona z punktów kratowych (rys. 2).

FiZYCZnE nOWInHl

Pomiar wartosci oporu elektrycznego metalu
w temperaturze miliona, stopni wydaje sie
czyms absolutnie niemozliwym, Przeciez
wszystkie znane materialy w duZo nizszych
temperaturach przechodza najpierw do fazy
cieklej, a póZniej gazowej, A jednak
pomyslowosc fizyków' z labcr-atorium firmy
Ben w Murray Hill (USA, stan New Jersey)
umozliwila wykonanie takich pomiarów,
Badanym obiektem byla napylona na szkle
cienka folia aluminiowa, U2ytym narzedziem
badawczym byl laser impulsowy, wysylajacy
impulsy promieniowania ultrafioletowego o
dlugosci fali 308nl;lnometrów, o niezwykle
krótkim czasie trwania (mniejszym od pól
pikosekundy ) i energii dochodzacej do
7 milidzuli w impulsie, Swiatlo lasera bylo
ogniskowane na próbceI na powierzchni
wynoszacej okolo10-5 cm2, co prowadzilo do
osiagniecia bardzo duZej gestosci mocy
promieniowania dochodzacej do okolo'1015
wata na centymetr kwadratowy, Folia
metalowa byla przesuwana tak szybko,ze
kazdy impuls padal w nowym ·chlodnY.P'!"
miejscu, Bardzo krótki czas trwania impulsu
i odpowiedni dobór dlugosci fali
promieniowania powodowal chwilowe
podgrzanie, gazu elektronowego' w metalu,
Siec krystaliczna nie rozgrzewala sie i nie
rozszerzala sie w trakcie eksperymentu,
Pomiar zaleznosci wspólczynnika odbicia
promieniowania od mocy lasera umoZliwil
wyznaczenie zmian opornosci badanego
materialu. Natomil1st obserwacja efektu
Dopplera, czyli zmian dlugosci fali odbitego
promieniowania, umozliwila znalezienie
wartosci temperatury badanego gazu
elektronowego, równieZ w zaleznosci od mocy
lasera, W eksperymencie stwierdzono,Ze

opornosc aluminium wzrasta z temperatura
ponad stokrotnie (w stosunku do
temperatury pokojowej) i osiag~, nasycenie
przy wartosci okolo 200 "O cm
(mikroomocentymetrów) w temperaturze
wynoszacej okolo pól miliona stopni, Przy
dalszym znacznym wzroscie temperatury
obserwowano jedynie spadek opornosci o
okolo 20~, Srednia droge swobodna elektronu
(czyli droge przebywan'l miedzy kolejnymi
zderzeniami) w obszarze maksymalnego
oporu oszacowano na okolo 3A. Odpowiada to
w przybliZeniu odleglosci pomiedzy atomami.
Dla porównania, w bardzo niskich
temperaturach srednia droga swobodna
elektronu w metalach moze wynosic kilka
centymetrów" Wydaje sie wieC,Ze

otrzymano w ten sposób maksymalna
mozliwa,wartosc opornosci aluminium,
Spadek oporu przy dalszym 'wzroscie
temperatury zostal zinterpretowany jako
wynik pewnego wzrostu koncentracji
swobodnych elektronów w aluminium przy
tak wysokiej temperaturze,
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(2a - kb) . (ka - 2b) < °

(g(a, b)) - g(kb - a, b))) . (g (a, b)) - g(a, ka - b))) < O.

i ostatecznie

Zatem jesli ab < -3, w jednym ze sladówg przybiera wieksza, a w drugim - mniejsza

wartosc niz w/punkcie (a, b). Zalózmy, zeg(a, b)) < ° (w przeciwnym przypadku
dowód jest analogiczny do przedstawionego ponizej). Wówczas, gdyby bylozy < -3
dla kazdego punktu (z,y), z trajektorii punktu(a, b) mozna by tak dobierac kolejne
punkty trajektorii, aby wartosc funkcjig rosla. Skoro jednak wartoscig sa liczbami
calkowitymi, w któryms punkcie trajektorii wartoscg stalaby sie dodatnia. Ponadto

poniewaz W(z,y) = O,wiec zy = _%'+y~t(-k) < 0, czyli kazdy punkt stozkowej lezy
w II lub IV cwiartce ukladu wspólrzednych. Ale funkcjag przyjmuje w II cwiartce
tylko wartosci ujemne, a w IV cwiartce tylko dodatnie, ze sposobu zas okreslania
sladów wynika, ze trajektoria moze lezec tylko w jednej z tych cwiartek (rys. 3 -
nie ~oga "za jednym zamachem" zmienic sie znaki obu wspólrzednych). Zatem
znak wartosci funkcjig musi byc dla calej trajektorii staly. Tu jednak dochodzimy
do sprzecznosci, gdyzg(a,b)) < 0, ajak wczesniej wykazalismy, gdyby dla kazdego
punktu (z,y) trajektorii bylo zy< -3, istnialby w trajektorii punktu (a,b) punkt,
w którym g przyjmowalaby znak dodatni. Wiec do trajektorii tej musi nalezec szukany
punkt kratowy (e,d) taki, ze° > cd ~ -3, czyli -1 ~ cd ~-3. Poniewazcd", -1

(byloby wówczase2 + d2 = ° stad c= d = ° i cd = O), wiec cd = -2 lub cd = -3
skad (e,d) E {(I,-2),(-I,'2),(-2,I),(2,-I),(I,-3),(-I,3),(--3,I),(3,-l)}. Jak
latwo sprawdzic, punkty te naleza do stozkowej tylko wtedy, gdyk = -5. Gdy
k ~ -3 i k '" -5, na stozkowej nie ma punktów kratowych, a gdyk = -5, wszystkie
rozwiazania naleza do trajektorii wypisanych powyzej osmiu punktów.

a poniewaz W(a, b) = 0, wiec

2k· k(ab + 1) < (k2 + 4)ab,

Zatem w jednym ze sladówf przybiera wieksza, a w drugim - mniejsza wartosc
niz w punkcie (a, b). Mozna wiec tak dobierac kolejne punkty z trajektorii(a, b),
by wartosc funkcji f malala. Atoli f przyjmuje tylko wartosci bedace liczbami

calkowitymi, zatem w trajektorii od pewnego momentu (jeszczea, b> O) pojawia sie
punkty nie majace obu wspólrzednych dodatnich. Ten z nich, który "pojawi sie" jako
pierwszy, jest szukanym punktem(c, d), gdyz ze wzgledu na sposób tworzenia sladów
musi miec jedna wspólrzedna dodatnia. Stadcd ~ O. Ponadto e2 - ked + d2 - k = 0,
czyli

(*) c2+d2=k(cd+I).

Gdyby bylo cd ~ -1, to ° ~ c2 + d2 ~ 0, zatem c= d = 0, czyli cd = 0, co prowadzi
do sprzecznosci. Musi wiec byccd = 0, czyli c = ° lub d = O. Zalózmy bez zmniejszenia
ogólnosci, ze toc = O. Wówczas ze wzoru (*) wynika, ze musi byck = d2•

Jesli zatem k ~ 3 i Vk fi. N, na stozkowej nie ma punktów kratowych. Gdy zas
VkE N, z jednoznacznosci sposobu tworzenia trajektorii wynika, ze wszystkie
rozwiazania naleza do trajektorii punktów (O,Vk), (Vk,O), (O,-Vk), (-Vk, O).

m. k ~-3
·JeSli na stozkowej lezy punkt kratowy(a, b), to do jego trajektorii nalezy pewien
punkt kratowy (c, d) taki, ze cd ~ -3. Aby tego dowiesc, wprowadzmy funkcje
g(z,y)) = z-y. Gdyby bylo ab ~ -3, moglibysmy przyjac (c,d) = (a,b). Pozostaje

wiec przypadek, gdyab < -3, wtedy ab < -2 - ~ ~ -2 - k'~4 = 4~:'"Stad

Zajmowalem sie takze nieco ogólniejsza postacia wielomianuW(z,y). Wydaje mi
sie jednak, ze przedstawiony problem wyraznie ilustruje glówna mys1 mej pracy -
wyszukiwanie na plaszczyznie obszarów (zawierajacych skonczenie wiele badz nawet
nieskonczenie wiele, ale za to regularn.ie rozmieszczonych, punktów kratowych) takich,
by przechodzily przez nie trajektorie wszystkich punktów kratowych nalezacych
do stozkowej. W rozwazanym tu zagadnieniu takimi obszarami bylyby zbiory

{(z,y) E R2: zy = O} (dla k ~ 3) i {(z,y) E R2: -2 ~ xy ~ -3} (dla k ~ -3).
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/

/
/
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Roswiasanie sadania F289.
Niech a oznacza kat odchylenia preta
od pionu. Gdybysmy nie poruS7.ali
reka, na kt6rej oparty jest pret, to jego
energia wynosilaby

l ., I
E= "2Ia +mg"2(cosa-l),

gdzie I = lml' oznacza moment
bezwladnosci preta wzgledem punktu
podparcia, a jest predkoscia katowa,
a m masa preta. Zwykle w opisanej
sytuacji predko~c katowa dlaa = O
jest niemal •.erowa. W6wczasE = O
i ogranic •.aj ac sie do malych kat6w
(cosa = l - ta' + ... ) znajdziemy

a= ~Ial.V"2/
Pr6bujac przywr6cic pret do pionu
poruszamy reka w poziomie. Je~li
robimy to z przyspieszeniem a, to
na pret d•.iala sila bezwladnosci ma
•.aczepiona w srodku masy. Niech ruch
trwa przez czas~t. Wówczas moment
pedu preta zmieni sie o

~L = ~ma. ~t = !.ml. ~tJ
2 2

gdzie ~tJ jest zmiana predkosci
reki. Aby przywr6cic pret do pionu,
~L musi byc r6wne podwojonemu
momentowi pedu preta

l,. !2i,~L = 2L = 2 . 3ml a = V 3/ mI Ia I, nastepnie
a wiec

~tJ = 2 !f;,'1 a I ""501a I~,V 3g1 s
gdzie. I jest wyrazone w metrach.
Widzimy, ze gdy I jest rzedu l m
(wybieramy lal ~ t radiana), to
~tJ ~ l~. Jest to typowa predko~c
ruch6w reki, skad wywodzi sie latwosc
balansowania metrowym pretem. Gdy
dlugo U preta staje sie duza, trzeba
bardzo uwazac, by kata byl bard •.o
maly. W przeciwnym razie trzeba
by uzywac predko~ci nieosiagalnych
dla lud •.kiej reki. W przypadku
"dlugopisu" (I ~ 10 cm) trudnosc
polega na precyzyjnym doborze~tJ.

Poniewaz jest ono tera •. bard •.o male,
latwo nadac rece zbyt duza predkosc
i pr •.erzudc dlugopis na druga strone
(ze znacznie wieksza energia). Trzeba
r6wniez d•.ialac •.nacznie s•.ybci~j -
typowy czas, w którym musimy sie
zmiescic, spelnia warunek:

Rys.3 A dlaczego Skaczac po stozkowych? Zywie cicha nadzieje, iz widac to na obrazkach ...
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