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OPOR W TEMPERATURZE
MILIONA STOPNI

Pomiar wartoéci oporu elektrycznego metalu
w temperaturze miliona, stopni wydaje sig
czyms$ absclutnie niemozliwym. Przeciez
wszystkie znane materialy w duzo nizszych
termnperaturach przechedza najpierw do fazy
cieklej, a pézniej gazowej. A jednak
pomyslowoé¢ fizykéw z laboratorium firmy
Bell w Murray Hill (USA, stan New Jersey)
umozliwila wykonanie takich pomiaréw.
Badanym obiektemn byla napylona na szkle
cienka foha aluminiowa, Uzytym narzedziem
badawczym byl laser impulsowy wysylajacy
impulsy promieniowania ultraficletowego o
dlugogei fali 308 nanometréw, o niezwykle
krétkim czasie trwania (mniejszym od pé!
pikosekundy) i energii dochodzace] do
7 wilidzuli w impulsie. Swiatlo lasera bylo
ogniskowane na prébece, na powierzchni
wynoszace] okolo 1078 cm?, co prowadzilo do
osiggniecia bardzo duzej gestosci mocy
promieniowania dochodzacej do okolo 10'%
wata na centymetr kwadratowy. Folia
metalowa byla przesuwana tak szybko, ze
kazdy impuls padal w nowym “chlodnym”
miejscu. Bardze krétki czas trwania impulsu
i odpowiedni dobér diugosci fali
promieniowania powodowal chwilowe
podgrzanie gazu elektronowego w metalu.
Sie¢ krystaliczna nie rozgrzewala sig i nie
rozszerzala sig w trakcie eksperymentu,
Porniar zaleznosei wspélezynnika odbicia
promieniowania od mecy lasera umozliwil
wyznaczenie zmian opornosci badanego
materialu. Natomiast obserwacja efektu
Depplera, czyli zmian dlugosci fali odbitego
promieniowania, umozliwila znalezienie
wartodci temperatury badanego gazu
elektronowege, réwniez w zaleznosci od mocy
lasera. W eksperymencie stwierdzono, ze
opornoéd aluminium werasta z temperaturs
ponad stokrotnie (w stosunku do
temperatury pokojowej) i osiaga nasycenie
przy wartosci okolo 200 pQ em
(mikroomocentymetréw) w temperaturze
wynoszace] okolo pél miliona stopni. Przy
dalszym znacznym wazroscie temperatury
obserwowano jedynie spadek opornoegei o
okolo 20%. Srednia droge swobodna elektronu
(czyli droge przebywana miedzy kolejnymi
zderzeniami) w obszarze maksymalnego
oporu oszacowano na okolo 3A. Odpowiada to
w przyblizeniu odleglosci pomiedzy atormarni.
Dla poréwnania, w bardzo niskich
temperaturach érednia droga swobodna
elektronu w metalach rmoze wynosi¢ kilka
centymetréw. Wydaje sie wige, 2e
otrzymano w ten sposdb maksymalna
mozliwa wartos¢ opornesei aluminium,
Spadek oporu przy dalszym wzroicie
temnperatury zostal zinterpretowany jako
wynik pewnego wzrostu koncentracji
swobodnych elektronéw w aluminium przy
 tak wysckiej ternperaturze.

Skaczac po stozkowych

Jeat to praca zlotego medalisty
2 konkursu UPM 2z 1989 r.
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Do napisania tej pracy zainspirowalo mnie zadanie nr 6 z XXIX Migdzynarodowej
Olimpiady Matematycznej:

T 2 2
jedli liczby =, y i 3 s3 naturalne, to Ty tes jest liczba naturalna,.
zy +1 zy +1

Rozwaimy wielomian dwéch zmiennych W(z,y) = 22 — kzy + y* — k, gdzie k jest
pewna ustalony liczba, calkowita. Ze wzoru na sume pierwiastkéw tréjmianu
kwadratowego (gdy potraktujemy W jako wielomian jednej ze zmiennych) wynika,

ie jedli punkt (a,b) nalesy do wykresu stozkowej o réwnaniu W (z,y) = 0, naleza doft
takze punkty (kb — a,b) i (a, ka — b), ktére dalej beda nazywane Sladami punktu (a,b)
(rys. 1). Istotne jest, ée jesli (a,b) jest punktem kratowym (tzn. gdy a ib sa liczbami
catkowitymi), jego élady tez sa punktami kratowymi. Na stozkowej mozemy wiec
utworzyé trajektorie zlozona g punktéw kratowych (rys. 2).

T laka-b)

Rys. 1 Rys. 2

Wynik ten moze sluzyé do znalezienia wszystkich punktéw kratowych na naszej
stozkowej. Rozpatrzmy w tym celu trzy praypadki:

I k| < 2

Jak latwo sprawdzic, dla k € {—2,~—1,2} do stozkowe] nie naleiy Zaden punkt kratowy;
przy k = 0 jedynym rozwiazaniem jest (0,0), a dla k = 1 istnieja cztery punkty kratowe
nalezace do stozkowej: (0,1), (1,0), (0,—1) i (-1,0).

L. k>3
Jedli na stoikowej lezy punkt kratowy (a,b), to do jego trajektorii nalezy pewien punkt -
kratowy (c,d) taki, e cd < 0. By tego dowieé¢, wprowadzmy funkcje f([z, y)) =z+y.
Albo ab < 0 i wéwczas mozemy przyjaé po prostu (¢,d) = (a,b), albo ab > 0, czyli
a, b>0lub a, b < 0. Rozwasymy tylko pierwszy z tych przypadkéw — dowéd drugiego
przebiega analogicznie.
Poniewas k > 3 i W(a, }b) = 0, otrzymujemy ciag réwnowainych nieréwnosci:
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(a® +¥*) <0< k? +4,

k
2
(k :4—21:) (a? +b%) < k* + 4,

a°+b2_

(k* +4) ( T
(k* + 4)ab — 2k(a® + b%) <0,
(kb — 2a)(ka — 2b) < 0,

(f((kb - a,8) - £((a, b))) - (f((a, ka — b)) — f((mb))) <o0.

1) < 2k(a® +07),
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Roswigsanie sadania F 289,

Niech a oznacza kat odchylenia preta
od pionu. Gdybyémy nie poruszali
re¢ka, na ktérej oparty jest pret, to jego
energia wynosilaby

I
E= %Ic‘n’ + ng{coaa -1),

gdzie I = +mi® oznacza moment
bezwladnodci preta wzgledem punktu
podparcia, & jest predkodcia katowa,
a m mass preta. Zwykle w opisanej
sytuacji predkodé katowa dla a = 0
jest niemal zerowa. Wéweczas E =0
i ograniczajac si¢ do malych katéw
(cosa=1- J;o:’ + ...) znajdziemy
& = E E I a I .
21
Prébujac praywrdcié pret do pionu
poruszamy rcka w poziomie. Jedli
robimy to & prezyspieszeniem a, to
na pret dziala sila bezwladnodci ma
zaczepiona w frodku masy. Niech ruch
trwa przez czas At. Wéwczas moment
pedu preta rmieni sie o

AL = —ma-: At = im"d-i'l‘u.i,
2 2

gdzie Av jest zmiana predkodei
reki. Aby przywrdcié pret do pionu,
AL musi by¢ réwne podwojonemu
momentowi pedu preta

AT=81 =8 CotP s = [ 18
3 31

a wiec

Aa::a\/;g:-[amsﬁ]a[?,

gdzie | jest wyraione w metrach.
Widzimy, se gdy | jest rzedu 1 m
(wybieramy |a| ~ f,‘t radiana), to

Awp ~ 18, Jest to typowa predkodé
ruchéw reki, skad wywodzi sie latwaodé
balansowania metrowym pretem. Gdy
dlugodé preta staje sie duia, trzeba
bardzo uwazaé, by kat o byl bardzo
maly. W przeciwnym razie trzeba

by uiywal predkodci nieosiagalnych
dla ludzkiej reki. W przypadku
wdlugopisu” (I ~ I0 em) trudnodé
polega na precyzyjnym doborze Aw.
Poniewai jest ono terar bardzo male,
latwo nadaé rece sbyt duza predkogé

i przerzucié dlugopis na drugs strone
(ze znacsnie wicksza energis). Trzeba
réwniei dzialaé znacznie szybeiej —
typowy czas, w ktérym musimy'su:
smiedcié, spelnia warunek:
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T q.u
g<0 //

At <€

I=|

ml’la].

Zatem w jednym ze §ladéw f przybiera wieksza, a w drugim — mniejsza wartoéé

nii w punkcie (a,b). Moizna wiec tak dobieraé kolejne punkty z trajektorii (a, b),

by wartoé¢ funkcji f malala. Atoli f przyjmuje tylko wartoéci bedace liczbami
catkowitymi, zatem w trajektorii od pewnego momentu (jeszcze a, b > 0) pojawia sie
punkty nie majace obu wspélrzednych dodatnich. Ten z nich, ktéry »wpojawi sie” jako
pierwszy, jest szukanym punktem (¢, d), gdy# ze wzgledu na sposéb tworzenia §ladéw
musi mie¢ jedna wspélrzedna dodatnia. Stad cd < 0. Ponadto ¢? — ked +d®> — k=0,
czyli

(*) ¢?+d% =k(ed +1).

Gdyby bylo ¢d < —1, to 0 < ¢? + d? < 0, zatem ¢ =d = 0, cayli ed = 0, co prowadazi
do sprzecznodci. Musi wiec byé cd =0, cayli ¢ = 0 lub d = 0. Zalézmy bez zmniejszenia
ogélnodci, e to ¢ = 0. Wéwcezas ze wzoru (+) wynika, e musi byé k = d*.

Jeéli gatem k>3ivVk N, na stozkowe] nie ma punktéw kratowych. Gdy zaé
vVkEeEN » % jednoznacznoéci sposobu tworzenia trajektorii wynika, e wszystkie
rozwiazania naleia do trajektorii punktéw (0, k), (Vk,0), (0, —Vk), (—Vk,0).

IOl k< -3

-Jedli na stoikowej lezy punkt kratowy (a,b), to do jego trajektorii naleiy pewien
punkt kratowy (¢, d) taki, e cd > —3. Aby tego dowieé¢, wprowadZmy funkcje
y((z,y)) =1z —y. Gdyby bylo ab > —3, moglibysmy prayjaé (c,d) = (a,b). Pozostaje
wiec przypadek, gdy ab < —3, wtedy ab < —2— & < -2 — == "2_—*:5'. Stad

2k - k(ab + 1) < (k* + 4)ab,
a poniewai W(a,b) = 0, wiec
2k(a® + b*) < (k* + 4)ab,
nastepnie
(2a — kb) - (ka — 2b) <0
i ostatecsznie

(g((a, b)) - g((kb —a, b))) : (g((a, b)) — ¢((a, ka — b])) <0,

Zatem jeéli ab < —3, w jednym ze éladéw g przybiera wigksza, a w drugim — mniejsza
wartoé¢ niz w punkcie (a,b). Zaléimy, se g((a, b]) < 0 (w przeciwnym przypadku
dowéd jest analogiczny do przedstawionego ponizej). Wéwczas, gdyby bylo zy < —3
dla kaidego punktn (z,y), z trajektorii punktu (a,b) mozna by tak dobieraé kolejne
punkty trajektorii, aby wartodé funkeji g rosla. Skoro jednak wartodci g sa liczbami
calkowitymi, w ktérym# punkcie trajektorii wartoéé g stalaby sie dodatnia. Ponadto
poniewaz W (z,y) = 0, 'wiec zy = ——’-2—'-"-"1—1'(_—*1 < 0, czyli kagdy punkt stotkowej lezy
w II lub IV éwiartce ukladu wspélrzednych. Ale funkcja g prayjmuje w II éwiartce
tylko wartosci ujemne, a w IV éwiartce tylko dodatnie, ze sposobu zaé okreslania
fladéw wynika, ze trajektoria moze leze¢ tylko w jednej z tych éwiartek (rys. 3 -

nie mogy ,za jednym zamachem” zmienic gie znaki obu wspéirzednych). Zatem

znak wartodci funkeji g musi byé dla calej trajektorii staly. Tu jednak dochodzimy
do sprzecznoéci, gdyz g((u,b)) < 0, a jak wezedniej wykazali§my, gdyby dla kaidego
punktu (z,y) trajektorii bylo zy < —3, istnialby w trajektorii punktu (a,b) punkt,

w ktérym g prayjmowalaby znak dodatni. Wiec do trajektorii tej musi naleze¢ szukany
punkt kratowy (c,d) taki, e 0 > cd > —3, cayli —1 > ¢d > —3. Poniewas cd # —1
(byloby wéwczas ¢* + d? = 0 stad c =d =0 i cd = 0), wiec cd = —2 lub ¢d = -3
skad (c,d) € {(1,-2),(-1,2),(~2,1),(2, 1), (1,-3),(~1,3),(~3,1), (3, 1) }. Jak
latwo sprawdzi¢, punkty te naleza do stoikowej tylko wtedy, gdy k = —5. Gdy

k < —3 ik # -5, na stotkowej nie ma punktéw kratowych, a gdy k = —5, wssystkie
rozwiazania naleza do trajektorii wypisanych powyzej odmiu punktéw.

Zajmowalem sie takie nieco ogélniejsza postacia wielomianu W(z,y). Wydaje mi

si¢ jednak, Ze przedstawiony problem wyraZnie ilustruje gléwna mysl mej pracy —
wyszukiwanie na plaszczyinie obszaréw (zawierajacych skoriczenie wiele bad nawet
nieskotficzenie wiele, ale za to regularnie rozmieszczonych, punktéw kratowych) takich,
by przechodszily przez nie trajektorie wszystkich punktéw kratowych nalezacych

do stozkowej. W rozwaganym tu zagadnieniu takimi obszarami bylyby zbiory

{(z,9) eR?: zy=0} (dla k >3)i {(z,y) ER?*: —2> zy > -3} (dla k < -3).

A dlaczego Skaczqe po stozkowych? Zywie cicha nadzieje, iz widaé to na obrazkach. ..



