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Jeszcze o klimacie, ozonie, atmosferze itp.
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Dr hab. Jan KALINOWSKI

Dszialalnodé czlowieka ma coraz wigkszy wplyw na przyrode. Ocenia sig, Ze do biosfery
dostaja sie olbrzymie ilodci metali ciezkich (dane w tysiacach ton na rok): As — 120,
Cd - 30, Cu - 2150, Hg - 11,.Mo - 110, Ni — 470, Pb - 1160, Sb — 72, Se - 79, V - 71,
Zn - 2340. Calkowita toksycznoéé tych metali jest wieksza niz calkowita toksycznodé
wazystkich odpadéw organicznych i radioaktywnych produkowanych rocznie, biorac

za wska#nik ilodé wody potrzebnej do ich rozcieficzenia, aby osiagnaé standard wody
pitnej. Olbrzymi wzrost zawartodci metali foksycznych w powietrzu, wodzie i glebie

i przenikanie ich do poiywienia niesie ze soba trudne do oceny zagrozenie zdrowia
naszego i przysziych generacji.

— 25 Nie tylko nad Antarktyda, ale réwniez w atmosferze

—  arktycznej zaobserwowano zanik ozonu w okresie marca
=1 — kwietnia kazdego roku. Sadzi sie, Ze jest to wynik

- produkcji bromoformu przez glony (np. Ascophyllum
~ nodosum) w ilodci okolo 10* ton/rok. Tyle samo

—  bromoformu produkuje przemysi.

= - F,

Metan, podobnie jak CO2, odgrywa duza role

fuoady

]1 Fa

w tzw. efekcie cieplarnianym. Warost ich zawartosci

B

=1 w atmosferze (0 150 % dla metanu i 23 % dla CO

!
|
|
| i
: b= EHp et i - od 1800 r.) oraz innych gazéw wplywajacych na bilans
| F P e 4 energetyczny promieniowania cieplnego przyczynil sie
| L L { | zapewne do wzrostu éredniej temperatury o 0,5°C
: CHCly CiCls - od 1860 r. Prawdopodobnie dalszy warost koncentracji
| CzH; Ceh 7]  tych gazéw spowoduje wzrost temperatury o 1,5°C w ciagn
I S0, C2Hs ~|  majblizszych 40 lat, o ile inne mechanizmy obnizajace
1 | | | | = wzrost temperatury (np. chmury) nie beda efektywniejsze.
1 15 2 25 3 as  Zalaczona ilustracja pokazuje wplyw réinych gazéw
Efekt cieplarniany w poréwnaniu z CO, (w poréwnaniu z CO2) na efekt cieplarniany.

Roswigsanie sadania M 572,

Jedli f lub g jest staly, to teza jest
oczywista. Zaldamy wiec, e daden z
nich nie jest staly. Mnoiac ewentualnie
jeden lub dwa wielomiany przez —1
moiemy zalofy€, ie dla pewnego =g
oba wielomiany sa rosnace na zbiorze
{z : z > zo}. Istnieje takie y1 > zo,

e f(y1) =a€Zig(m)=>0eZ
Niech teraz y; bedszie najmniejsza
liczba, wicksza od y; taksa, Ze

flya) € Z. Wéwezas f(yz2) = @+ 1 oraz
g{ya) = b+ 1. Istotnie, w przeciwnym
razie mielibyfmy np. f(y2) > a+1

i z twierdzenia Darboux (funkcja

ciagila przyjmuje wartodci podrednie)
otrzymalibydmy istnienie takiego =z,
Zeyy < < yz oraz f(z)=a+1,

co przeczy wyborowi ya. W ten

spoasdb mozemy znalef£é dowolnie dlugi

ciag punktéw yi,y3, ..., yx taki, ie
!(y;] =a+i—-1,g(y) =b+i—1dla
1=12,...,k 5tad wielomian f — g

jest ataly na dowolnie licanym zbiorze,
wigc w ogdle jeat staly.

Modele klimatu ziemskiego przewiduja szybsze ogrzewanie tundry kanadyjskiej

i syberyjskiej niz reszty globu ziemskiego. Stopienie wiecznej zmarzliny moze
spowodowal uwolnienie olbrzymiej ilogci metanu w niej zamrozonego. Metan jest
bardzo istotny dla efektu cieplarnianego, a zmarzlina — olbrzymia pulapka metanu
wytwarzanego przez organizmy torfowisk i bagien tundry. Uwolnienie metanu moze
przyspieszyl globalne ocieplenie.

W spekulacjach na temat efektu cieplarnianego nie jest do korica wyjaéniona rola
chmur. Chmury pokrywaja okolo polowy Ziemi. Ich efekt jest dwojaki. Z jednej strony -
odbijaja promieniowanie sloneczne, z drugiej — utrudniaja emisje energii cieplejszych
warstw powietrza i ziemi pod nimi. Wstepne pomiary przeprowadzone przez dwa
satelity ERBE (Earth Radiation Budget Experiment) wskazuja, ge istotniejsze jest
odbijanie energii slonecznej. W kwietniu 1985 r. chmury zredukowaly przychodzace
promieniowanie sloneczne (1340 W/m?) o 44,5 W/m? redukujac emisje energii cieplnej
Ziemi o 31,3 W/m?2. Daje to netto zmniejszenie ogrzewania Ziemi o 13,2 W/ma. Dla
kontrastu — obecne modele matematyczne zmian klimatu przewiduja, ze podwojenie
zawartodci CO, spowoduje podwyiszenie temperatury o 2,8°C do 5,2°C, a wiec wzrost
promieniowania cieplnego Ziemi 0 4 W/m?2.

Dymy wywolane pozarami moga mieé istotny wplyw na klimat. Ich znaczenie dla
klimatu jest dyskutowane w kontekdcie tzw. zimy jadrowej, mogacej powsta¢ w wyniku
wybuchu wojny jadrowej. O ich roli moga, éwiadczyé obserwacje przeprowadzone

w 1987 r. w pélnocnej Kalifornii. Na skutek olbrzymich pozaréw laséw dymy spowily
niektére doliny w gérach na ponad 3 tygodnie. Srednia dzienna temperatura byl tam
niisza od normalnej o ponad 15°C przez pierwszy tydziefi i o 5°C przez 3 tygodnie.
Obnizenie temperatury powietrza przy powierzchni Ziemi spowodowalo odwrécenie
rozkladu temperatury w powietrzu, co przyczynilo sie do utreaymania dyméw. Zaszlo
wigc typowe dodatnie sprzezenie zwrotne: koncentracja dyméw — nizsza temperatura
— koncentracja dymdw.
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Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

Drodzy Clonkowie ¢ Sympatycy Klubu!

Przypominamy, Ze co miesige przyznajemy nagrode
ksigzkowq dla autora najciekawiej opracowanego rozwigzania
postawionych zagadnien.

Dzisiejsza propozycja doédwiadczenia dotyczy problemu
bardzo waznego dla taternikéw:

Badanie tarcia liny o pret

Potrzebne materialy:

1. Pret, np. oléwek, kij od szczotki, pret metalowy
(gladki).

2. Mocna nitka, cienki sznurek lub zZylka wedkarska.

3. Wiele ciezarkéw — identycznych przedmiotéw, ktére
dadza, sie zawiesi€ na nitce, np. nakretki, Zabki do firan,
apinacze biurowe.

Przygotowanie: Na jednym koricu nitki zawieszamy
jeden ciezarek. Zamocowujemy pret poziomo tak, aby
gie nie ruszal i owijamy dookota niego obciazona nitke,
a nastepnie obcigzamy jej drugi koniec ciezarkami.

Pomiar: Ile potrzeba ciezarkéw, aby potrafily weiagnaé
do géry jeden ciezarek zawieszony na drugim koricu nitki?

Wyniki przedstawié w formie tabeli oraz wykresu.
Dokladnie opisaé¢ wykonane doswiadczenie.

Analiza (o wiele trudniejsza niz dodwiadczenie; jedli nie
potrafisz, to sig nie martw).

1. WyraZ slowami, co otrzymaled. Czy wynik jest
zaskakujacy?

2. Zaproponuj wzdr empiryczny opisujacy ofrzymana
zaleznoéé liczby ciezarkéw uruchamiajacych nitke od liczby
zwojéw. Moze tu poméc znalezienie takich skal na osiach,
aby punkty na wykresie ukiadaly sie w prosta.

3. Sprébuj przewidzieé wyniki dodwiadczenia, znajac
wepdlezynnik tarcia nitki o pret (znajdi teoretycany wazér
opisujacy badang zaleznosé).

Uwagi

1. Masa nitki powinna by¢ zaniedbywalnie mala

w poréwnaniu z masg cigzarka (ktéra najwygodniej przyjaé
za jednostke).

2. Warto powtérzyé dodwiadczenie w réznych warunkach
(uiywajac réinych elementéw). |

3. Jakie czynniki wplywajg na dokladnodé pomiaru?

4. Jezeli dysponujesz waga, zaproponuj i wykonaj inny
wariant doswiadczenia.

Pomiar wykonaé dla réznej liczby zwojdw nitki.

i Zadania

Wzér empiryczny jest to wzér opisujacy zaleinosé
obserwowanga w dodwiadczeniu bez zrozumienia przyczyn,
dla ktérych zaleinoéé ta jest taka, a nié inna. Jest to po
prostu wzér odgadniety.

Redaguje doc. dr. Jan GAJ

Listy prosimy przysylaé pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizykéw

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.

Redaguje mgr Michal WOJCIECHO WSKI

M 571. Na okregu napisano n > 5 liczb tak, ze suma kazdych trzech kolejnych jest
nie wigksza niz 3 oraz suma kazdych pigciu kolejnych liczb jest nie wigksza niz 5.
Wykazaé, ze suma wszystkich liczb przyjmuje wartodé maksymalna wtedy i fylko
wtedy, gdy wszystkie sa réwne 1.

Rozwigzanie na str. 7

M 572. Wielomiany f i g przyjmuja wartodci catkowite w tych samych punktach,
tzn. f(z) € Z & g(z) € Z. Wykazaé, e f — g = const lub f + g = const.
Rozwiazanie na str. 3

M 573. Udowodnié, ze w kazdym czworodcianie istnieje taki wierzcholek, iz z krawedzi
z niego wychodzacych mozna zbudowac tréjkat.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje dr Pawel KRAWCZYK

F 288. Dhugs rure o przekroju kwadratu o boku I = 10 cm napeiniono wodg do 1/4 jej
objetosci. Srednia gestodé rury z woda wynosi p = 0,5 kg/dm®. Rure nastepnie
wlozono do duzego zbiornika wodnego. Zaniedbujac gruboéé scianek znaleic poloZenie
réwnowagi tego ukladu.

Rozwigzanie na str. 1

F 289. Niemal kazdy zabawial sie kiedyé prébujac utrzymaé w pozycji pionowej
pret oparty na czubku palca. Jest to stosunkowo proste, gdy pret ma dhugodé [
rzedu 1 m. Balansowanie pretem dziesieciometrowej dlugodci nalezy juz do trudnych
sztuk cyrkowych. Paradoksalnie, réwnie trudno jest utrzymaé w pozycji pionowej
np. dlugopis. Dlaczego?

Rozwiazanie na str. 17
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Roswigsanie sadania M 6573.
Praypuéémy prreciwnie.

b

o

e

Niech & bgdzie najdluisza krawedzia
czworofcianu. Wtedy a+ b > ¢,
a+¢>b, wiec a > b+ ¢ (bo = zaloienia
z odcinkéw a, b, ¢ nie moina ztbudowad
tréjkata). Analogicznie a > d+ .
Dodajac stronami otrzymujemy

2a> (d+b)+(e+ec),astada>d+b
albo a > e + ¢, co w obu prazypadkach
daje sprzecznodé.

&0

Roswigsanie sadania M 571.
Oznaczmy sume wszystkich licsb
przes 5. Dodajmy wszystkie sumy
trzech kolejnych licab. Otrzymamy
35, bo kaida liczba wchodzila w skiad
trzech tréjek kolejnych liczb. Z drugiej
strony dodalifmy n skladnikéw

nie wickszych od 3. Stad 35 < 3n
ijefli § = n, to suma kaidych

trzech kolejunych liczb jest réwna 3.
Analogicznie, jeieli S = n, to suma
kaidych pieciu kolejnych liczb jest
réwna 5. Wéwczas suma kaidych dwu
kolejnych liczb jest réwna 2 (bo suma
dwu kolejnych liczb jest réwna réinicy
sum pewnych pieciu liczb i pewnych
traech kolejnych liczb). Ale skoro suma
kaidych trezech kolejnych liceb jest
réwna 3, a kaidych dwu kolejnych 2,
to kaida liczba jest réwna 1.

Patrz w niebo

Podczas calkowitego zaémienia Slofica staje sie na krétko widoczna jego rzadka
atmosfera — korona — na co dzief niedostrzegalna w oflepiajacym blasku tarczy
glonecsnej. Jednak zaémienia nie sa na zawolanie, a wyprawa do miejsca, skad

beda widoczne, jest z reguly daleka i kosztowna. I tak potrzeba zrodzila wynalazek,
koronograf (Bernard Lyot, 1930). W przyrzadsie tym w ognisku obiektywu umieszcza
sie prazesione, kraiek o rozmiarach obrazu tarcsy Slofica. Taki ,sztuczny Ksigiyc” daj
w efekcie sztuczne zaémienie Slofca i dlatego za jego pomoca korong sloneczna mozna
obserwowaé w dowolnej porze dnia dowolnie dhugo.

Korzyéé plynaca z wyeliminowania poteinego strumienia éwiatla tarczy slonecznej dla
kazdego jest tu chyba widoczna. Mniej oczywiste jest, ze podobna, technike stosuje
sie w przypadkach, gdzie w ogéle éwiatla jest bardzo malo. Pisaliémy juz (artykul

" M. Subotowicza, Delta 3/1989) o zaobserwowaniu pierdcieni pylowych wokél gwiazd

(pierécienie te s3 prawdopodobnie prekursorami przysztych ukladdw planetarnych).
Obraz gwiazdy przesloniety malym kragkiem umoszliwil ,zobaczenie® w podczerwieni
slabej podwiaty owego pierdcienia wokdlgwiazdowego.

Ale metode te zastosowano tez do obserwacji obiekt6w jeszcze slabszych, mianowicie
kwazaréw. Wazystko wskazuje na to, Ze kwazar to galaktyka z wyjatkowo jasnym
jadrem, gdzie energia pochodzi z intensywnej akrecji materii na masywna czarna
dsiure. Caly kwazar wskutek oddalenia jest zawsze obiektem bardzo slabym, ale
jego jadro jest odlepiajaco jasne w poréwnaniu z reszta galaktyki. Pomiary jasnodci
kwazaréw z usyciem régnych przeston prowadszit juz kilka lat temu np. Gerry
Neugebauer z zespolem — ugyto 5-metrowego teleskopu palomarskiego. Obserwacje
te réwniei wykonywane byly w podczerwieni. W tym przypadku chodzilo jui nawet
nie o uzyskanie obrazéw, lecz o zmierzenie, jaki wklad do jasnodci kwazara ma jego
otoczka. W ten sposéb uzyskano niezaleiny argument za tym, Ze kwazary istotnie
moga by¢ galaktykami, aczkolwiek nie dalo to Zadnej informacji o strukturze (typie)
galaktyki.

dr Tomasz KWAST

Elementarny dowéd nieréwnodci Erddsa—Mordella

Poniiszy problem postawil Paul Erdds w 1935 roku (American Mathemaiical Monthly,
Problem 87{0): Jezeli O jest dowolnym punktem wewnetrznym tréjkata ABC i P, @,
R sa spodkami prostopadlych opuszczonych z punkiu O odpowiednic
na boki BC, CA, AB, to

OA+OB+0OC>2(0OP+0Q+0OR).

W dwa lata péiniej pojawilo sie jego uzasadnienie (L.J. Mordell). Obecnie znamy
réine dowody tego faktu (patrz np. 0.0. Hxaspcxuf, H.H. Yenuos, U.M. Srnom,

»] €OMETpHYECKHE HEPABEHCTBA H 3a8Jla4HM Ha MAKCHMYM M MHHHMYM", 3aa. 111(6) lub
Delta 11/1988).

Oto dowéd L. Bankoffa z 1958 roku metoda geometrii elementarnej (bez ugycia
trygonometrii).

Niech P; i P, beda spodkami prostopadlych opuszczonych z punktéw R i @

na bok BC. Analogicznie definiujemy punkty @i i @2 oraz R; i Rz na pozostalych
bokach. Poniewai tréjkaty PRP; i OBR s3 podobne (rys.), wiec PP = £EEDR,
Analogicznie PP, = £299 Q,Q = £22F Q,Q = BLOR R,R = 22909,

RR, = BEQF Wéwczas

OA+0OB+0C >

PP+ PP, Q.:1Q +QQ: Ri\R+RR2 \ _

=OP(RP-OC+PQ-OB)+OQ(PQ-OA+RQ-OC)+

PQ OB ' RP-OC RQ.-OC © PQ OA
RP-OA . RQ-OB .
>
+0R(Rq_OB+RP_OA)_2(0P+0Q+OR),

gdyz dla dowolnych dodatnich liczb p i g, 5 + :- >2. :
Jaroslaw GORNICKI
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Odblys$nik

Jak z lusterek zbudowad odblyénik, czyli takie ursa,dzeﬁie, ktére kazdy padajacy na nie
promieni §wiatla odeéle z powrctem?

Pierwsza, prawdziwa zreszta, odpowied brzmi — nie da si¢. Zamiast ja uzasadniad,
sprébujmy zastanowi€ si¢ nad ukladem lusterek, ktéry ma te wlasnoéé, ze kazdy odbity
przez ten uklad promier bedszie réwnolegly do promienia padajacego. Jest to ,prawie
idealny odblyénik”, bo gdy uklad jest maly, promiefi odbity jest przez cala swa droge
bardzo bliski promieniowi padajacemu.

Konstrukcja ,,prawie
idealnego odblyénika”
(PIO) moie by¢ taka:
zestawiamy trzy lusterka
w ten sposéb, by kazde dwa
z nich byly prostopadle.
Dlaczego taki uklad
jest PIO? Dlatego, ze
zlozenie trzech symetrii
plaszczyznowych jest
symetria érodkowa.
Uzasadnié to mozna
np. za pomoca ukladu
| wspéirzednych zwiazanych
% lusterkami — osiami
ukladu niech beda
krawedzie styku lusterek.
=== Odbicie w kaide]j
z piaszczyzn ukladu
(w kazdym lusterku)
gmienia znak jednej
ze wspéirzednych,
pozostawiajac dwie
pozostale bez zmian.
hz Zatem trzy odbicia
(niezaleznie od tego,
w jakiej kolejnodci je
27 wykonamy) przeprowadza
%  dowolny punkt na punkt
polozony symetrycznie
wigledem poczatku ukladu
wspéirzednych (czyli
rogu naszego gestawn
lusterek). A symetria
érodkowa przeprowadza
kazdy wektor na wektor
przeciwny (tak na prostej,
: jak na plaszczyinie czy
i ¥ w przestrzeni), czyli
1/ \ / na wektor o tym samym
[ kierunku, ale przeciwnym
-v ZWTOCie.

SR
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Poréwnaj Jak diugo trwa doba? w tym numerze

10

Powstaje pytanie, czy zaprojektowany przez nas

PIO to jedyna mozliwa taka konstrukcja. W calej
ogélnosci odpowiedZ na to pytanie jest negatywna.
Jeéli lusterek jest wiecej (a musi ich by¢ nieparzysta
liczba — dlaczego?), to mozna tes je ustawi¢ w PIO.
Tyle ze kazdy uklad nieparzystej liczby lusterek mosze
by¢ zastapiony przez dajacy identyczny wynik uklad
trzech — dlaczego? (fakt ten jest nazywany w geometrii
twierdzeniem o redukeji).

Dolézmy wiec do naszego pytania dodatkowy warunek
~ lusterka maja by¢ trzy (ze jedno nie wystarcza, wie
kazdy, kto uzywal lustra). Czy wtedy nasza konstrukcja
PIO jest jedyna mozliwa?

Odpowied? jest pozytywna. Wystarczy w przypadku,
gdy dwa spoéréd lusterek mie s3 prostopadie,
wskazaé promieni, dla ktérego promien odbity bedzie
nieréwnolegly. Nazwijmy te dwa nie prostopadie
lusterka I, i Iy (a trzecie I3).

Gdy 1, ||lz, to odbity w nich (w kaidym raz) promien
bedzie mial i kierunek, i1 zwrot taki sam, jak promien
padajacy (dlaczego?). W tej sytuacji, aby go odwrécic,
I3 musialoby by¢ do niego prostopadle. Zeby wiec
odwracaé wszystkie promienie, musialoby by¢
prostopadie do kazdego z mich, a takich lusterek
(plaszczyzn) nie ma.

Z kolei, gdy plaszczyzna l; przecina plaszczyzne s,
promien réwnolegly do krawedzi przeciecia tych
plaszczyzn moze byé odwrécony tylko przez lusterko s
prostopadle do tej krawedzi. Ale lusterko to nie odwrdci
promieni odbijajacych sie od [; i I (dlaczego?).

Czy wykazaliémy wiec, ze nasz PIO jest jedynym
mozliwym? Otéz, nie. Wykazaliémy tylko, Ze jest to
jedyny mozliwy PIO z plaskich lusterek. A co bedzie
z lusterkami o innym ksztalcie?

Tak sie jednak sklada, ze produkowane PIO, zaréwno
te, z ktérych szlozone sa éwiatelka odblaskowe, jak i te
na Ksieiycu, sa takie, jak opisaliémy (tyle ze

z pryzmatéw).

Malg Delte przygotowal Marek KORDOS
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty
Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaf roswiarania zadar ¥ numeru n w terminie do korfica miesinca
n + 3. Sszkice rozwiazarf samieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego nadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié
co miesiac lub £ dowolnymi preerwami. Rozwiszania sadari £ matematyki i z fizyki naleiy
praesylaé w oddsrielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy radania w skali od 0 do 1 & dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
preer wapSlczynnik frudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume
ocen La rozwiazania tego sadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiaszanie chodéby
jednego sadania & danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otreymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktédw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek = dwéch
konkurencji (M lub F), rostaje on catonkiem Klubu 44, a nadwyika punkttw jest zaliczana
do PONOWNego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szeregblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Termin nadsylania rozwianan:

30 X1 1900 Zadania z matematykinr 207, 208 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
® 207. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja zaleznoéé
P 4y? -2 gz —zd  2P4zi-y

+ = ) if3
2zy 2yz 2z%
' — Dowiedé, ie dwa spoérédd nlamkéw bedacych skladnikami lewej strony powyzZszej
@ réwnodci maja wartoéé 1 (a pozostaly —1).

208. Rozwaimy ciag funkcji (fn) okreflonych na przedziale (0;7) wzorem
rekurencyjnym: fi(z) = sinz, fa41(2z) = (sin z)/»*), Dla kaidej liczby naturalnej n
obliczyé granice prawostronna funkcji f. w punkcie 0.

Zadanie 208 zaproponowal pan Krzysztof Zapisek z Warszawy.
Rozwiazania zadari z matematyki z numeru 4/1990

Przypominamy treéé zadan: :

199. Przes dowolny punkt P wysokodci CM tréjkata réwnoramiennego ABC (|AC| = |BC|)
prowadzimy pélprosta AP ™; prrecina ona okrag () opisany na tréjkacie ABC w punkcie D.
Przy jakim poloieniu punktu P okrag I" styciny do odcinkéw PD, PB i luku BD okregu {1 ma
maksymalna drednice?

200. Mamy szedcian stbudowany s n® kostek. Na ile sposobéw moina go rozebraé zdejmujac
po jednym klocku? (Wolno za kaidym razem zdjaé¢ dowolny klocek, na ktérym nie stoi zaden
inny.) Dla jakiego n znaleziona wartodé przekroczy trylion?

199. Przyjmijmy
oznaczenia: |CM | = h,

| MP| ==; O, r — érodek i
promieft okregu 2;

Q, y — érodek i promies
okregu I'. Prosta PQ
polowi kat BPD. Jest

wiec réwnolegia do AB,
wobec czego tréjkaty POQM
i PQB maja réwne pola:
(1) |PQ|-z=|PB|-y.
Rozwazajac tréjkaty prostokatne OPQ, PMB, OMB
dostajemy zaleinodci

@) PQIP=|0Q)P - |OP*=(r—y)?—|r+z—h|?,

(3)|PB|* = |MP|*+|OB|>* = |OM|* =2® +r* — | R —r|*.

Podnoszac (1) stronami do kwadratu i podstawiajac

(2), (3) otrzymujemy po przeksztalceniach réwnanie

kwadratowe wzgledem y

ay’ +by+c=0

o wepélczynnikach x
a=(2r—h)h, b=2rz>, c=2*(h—2z)(h—z—2r).

Dodatnim pierwiastkiem tego _r6wnania. jest liczba

(4) y=a(h—2)/h

(drugi pierwiastek jest ujemny, bo @ > 0 > ¢). Znaleziona

wartoéé (4) osiaga maksimum, gdy z = 1k, cayli gdy P jest

drodkiem odcinka CM.

(Warto zauwaiy¢, ie wzér (4) ma nastepujaca
interpretacje: $rednica okregu I' jest drednig harmoniczna
diugoéci odcinkéw, na ktére punkt P dzieli wysokodé CM.)

12

200. Szedcian tworzy n? kolumn (,shupkéw”), po

n klockéw w kazdej. Ponumerujmy te kolumny liczbami
od 1 do n?. Kaidy kolejny ruch jest wyznaczony przez
podanie numeru kolumny. Sposobéw rozebrania szedcianu
jest wiec tyle, ile ciagéw dlugoéci n® o wyrazach ze zbioru
{1,...,n%}, w ktérych kaidy symbol (od 1 do n?)
wystepuje n-krotnie. Oznaczmy liczbe tych ciagéw

przez f(n).

Miejsca zajete przez symbol 1 (n miejsc) mozna ustalié

na (:3) gposobéw. Zostaje n® — n miejsc; n spoéréd nich

zajmuje symbol 2; mozna je wybraé na ("a;") sposobdw.

Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do réwnosci

),(ﬂ):"ﬁ‘ (ns;h) 5

LRt L BT
- (?) Eﬂ (;‘;_—(,c-_;‘,)—,,)‘,w(n N(n)™" .

Juz dla n = 3 mamy
f(3)=2m-6"">
>27-24%-21%-18%.15%.12°. 9* . (8)) . 67° =
1 3
=3*. (%) -(8Y)-67° =273(8)*(3"67%)* >
>27%.(4-10%)*-10° > 3-10%°,

a wiec kilkaset trylionéw.
(Dla ciekawych: dokladna wartodé¢
f(3) =1 080 491 954 750 208 000 000; dalsze przyblizone
wartodei: f(4) =1,04...-10%7, f(5) =1,97...-10'%7)
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Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Klub 44

Termin nadsylania rozwigzad:
30 XI 1990

Zadania z fizyki nr 105, 106

105. Statek o okresie wiasnym kolysania poprzecznego réwnym T plynie

z predkodcia v przes fale oceaniczne o diugodci d, poruszajace sie z predkodcia u. Przy
speinieniu jakich warunkéw wystapia cztery réine ,wrasliwe kursy” statku, dla ktérych
dzialanie fal na statek bedzie wzbudzalo jego drgania wiasne?

Kurs statku okreélony jest przez wektor v.

108. Jednorodny, wiotki, cienki, obdarzony masa sznurek lub lafdcnszek o dlugosci I,
zawieszony na jednym koricu, moze wykonywaé drgania poprzeczne o réznych
czgstotliwodciach, ktérym odpowiada rézna liczba wezléw (jeden z nich wystepuje
zawsze w punkcie zawieszenia). Czestotliwodei takich matych drgaf sa proporcjonalne
do \/gm (g — przyspieszenie ziemskie). Obliczyé — w sposéb numeryczny — pierwsze
cztery czestotliwodci malych drgafi tego sznurka (tj. wyznaczyé bezwymiarowy
wspblczynnik proporcjonalnoéci), prayjmujac, Ze poszczegélne elementy sznurka drgaja

harmonicznie z ta sama czestotliwodcia, lecz z réinymi amplitudami. Zachecamy
do poréwnania otrsymanych wynikéw z danymi doswiadczalnymi.

" Rozwiagania zadar £ numeru 4/1990

Przypominamy treéé sadas: _
97. Wyobraimy sobie w miejscu Ziemi oraz Marsa planety skladajace si¢ wylacznie z wody
(i nie posiadajace ksigiycédw). Jakie co najmniej powinny by€ §rednice tych planet, aby mogly

one istnieé w sposéb trwaly?

98. Po tafli lodowiska otoczomego owalna banda, (rys. obok), flizga si¢ krazek hokejowy.
Kraizek wystraeliwany jest 2 punktu A pod katem a wigledem osi lodowiska. Przy jakich
wartodciach kata a kratek wréci do punktu startowego? Zakladamy, ie banda ogranicza figure
zloiona = kwadratu i dwéch poléwek kola oraz ie odbicia kraika sa doskonale spreiyste.

97. Giéwnym czynnikiem decydujacym o trwalodci wodnej
planety jest ucieczka czasteczek wody z otaczajacej planete
warstwy pary wodnej (atmosfery) w przestrzefi kosmiczna.
Problem ucieczki gazu atmosferycznego z planety byl
omawiany w rozwiazaniu zadania 66 (Delta nr 7/1988),
skad czerpiemy wzdr na promien planety

__ [eET
*TVeanGon - !

(R - stala gazowa, T — temperatura, G — stala grawitacii,
p — gestodé planety, u — nasa czasteczkowa gazu '
atmosfery), przy ktérym érednia predkoéé termiczna
czasteczek gazu jest réwna predkodci ucieczki z planety.
Atmosfera utrzymuje si¢ na planecie w kosmicznej skali
czasu, gdy promieni planety r > wro, przy czym w =5
(patrz oméwienie rozwiazafi zadania 66 w numerze
1/1989). W przypadku planety wodnej atmosfera
odnawia sig przez parowanie wody (ew. sublimacje lodu),
co prowadzi do ubytku substancji planety. Poniewaz
wizgledny ubytek masy planety jest znacznie mniejszy od
wzglednego ubytku masy atmosfery, mozna (szacunkowo)
przyjaé w = 1. o

Temperatury na wodnych planetach powinny byé zblizone
do panujacych na Ziemi (~ 280 K) oraz Marsie (~ 230 K).
Odpowiadajace tym temperaturom wartodci r wynosza
odpowiednio 840 km oraz 760 km, a wiec minimalny
promien jest rzedu 1000 km.

98. W zwiazku z tym, Ze krazek élizga sie po lodzie

z pewnym tarciem, a wiec zasieg jego toru jest ograniczony,
bierzemy pod uwage jedynie niewielka liczbe odbié krazka
od bandy.

Algorytm programu komputerowego, ktéry znajdzie
poszukiwane wartodci kata o, moze wygladaé jak nizej:

Dla kolejnych wartoéci kata a: ax = kAa (k=0,1,2,...,
Aa - bardzo maly kat) dokonujemy nastepujacych
operacji:

(1) wyznaczamy réwnanie prostej p; pierwszego odcinka
toru;

(2) znajdujemy wspélrzedne punktu P; pierwszego odbicia
od bandy (punkt przecigcia prostej pi z banda);

(3) wyznaczamy réwnanie stycznej s; do bandy w punkcie Py;

i4

(4) na podstawie réwnan prostych py i s; wyznaczamy
réwnanie prostej p, drugiego odcinka tory;

(5) powtarzamy operacje (2) dla prostej p2 wyznaczajac
punkt P, drugiego odbicia;

(6) sprawdzamy, czy punkt P; nie pokrywa si¢ z punktem
startowym A (ze wzgledu na skoficzona wartodé Aa oraz
na niedokladnoéci obliczefi numerycznych przyjmujemy,
Ze omawiane punkty sie pokrywaja, jezeli odleglodé
miedzy nimi jest mniejsza od £ <€ R, gdzie R — promiefi
pdlokregéw), jedli tak — wypisujemy wartodé kata ag, dla
ktérego nastapit powrdt krazka do punktu A, jeéli nie -
kontynuujemy dalsze operacje, wyznaczajac kolejne p; oraz
F;, az np. do 1 = 5.

Przy prawidiowym doborze wartodci Aa i € jako
odpowiedZ powinno si¢ z reguly otrzymywac nie
pojedyncze wartodci ag, lecz ich serie dla kolejnych kilku
(kilkudziesiecin) wartodci k.-Zbyt duze Ac lub zbyt

male & stwarzaja niebezpieczefistwo ,zgubienia” pewnych
rozwigzan, ktére przypadna miedzy dwoma kolejnymi
ka.tami ok i Ck41.

Wyniki obliczeri komputerowych, wykonanych dla.
Ac=5-10""x, e = 107 3R, 83 przedstawione na
histogramie (dolny rysunek na tylnej okladce). Na osi
odcigtych zaznaczono wartodci kata o € (0, 7/2) spelniajace
warunki zadania. Wysokoé¢ odcinkéw odpowiada liczbie
katéw ap wystepujacych w kaidej serii (co stanowi miare
tolerancji bledu, jaki mozna popelnié wystrzeliwujac
kraiek pod danym katem); rozpietodé katéw w serii
wynosi tu co najwyzej okolo 0,01°, jest wiec mniejsza

od dokladnofici wykresu. Przy kaidym odcinku podano

liczbe wystepujacych odbié (maksymalnie cztery) oraz

oznaczenia literowe.

Na gérnym rysunku na tylnej okladce pokazane sa tory dla
1, 2 i 3 odbié. Dodatkowo trzeba jeszcze uwzglednié tory
utworzone przez odbicia symetryczne wzgledem dlugiej osi
lodowiska. Okazuje sie, s pomimo bardzo malej wartosci
kroku Aa nie wszystkie z tych toréw w przypadku 4 odbié
pojawily sie w obliczeniach. Nie ma wiec gwarancji, ze
ktéred z rozwiazan dla wiekszej liczby odbié nie zostanie
przeoczone. Zastosowane symbole literowe odpowiadaja,
oznaczeniom na histogramie. Para tych samych liter

2 primem i bez odpowiada temu samemu torowi (badz
dwém torom symetrycznym) przebieganemu w dwéch
kierunkach.
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