Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty
Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaf roswiarania zadar ¥ numeru n w terminie do korfica miesinca
n + 3. Sszkice rozwiazarf samieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego nadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié
co miesiac lub £ dowolnymi preerwami. Rozwiszania sadari £ matematyki i z fizyki naleiy
praesylaé w oddsrielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy radania w skali od 0 do 1 & dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
preer wapSlczynnik frudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume
ocen La rozwiazania tego sadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiaszanie chodéby
jednego sadania & danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otreymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktédw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek = dwéch
konkurencji (M lub F), rostaje on catonkiem Klubu 44, a nadwyika punkttw jest zaliczana
do PONOWNego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szeregblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Termin nadsylania rozwianan:

30 X1 1900 Zadania z matematykinr 207, 208 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
® 207. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja zaleznoéé
P 4y? -2 gz —zd  2P4zi-y

+ = ) if3
2zy 2yz 2z%
' — Dowiedé, ie dwa spoérédd nlamkéw bedacych skladnikami lewej strony powyzZszej
@ réwnodci maja wartoéé 1 (a pozostaly —1).

208. Rozwaimy ciag funkcji (fn) okreflonych na przedziale (0;7) wzorem
rekurencyjnym: fi(z) = sinz, fa41(2z) = (sin z)/»*), Dla kaidej liczby naturalnej n
obliczyé granice prawostronna funkcji f. w punkcie 0.

Zadanie 208 zaproponowal pan Krzysztof Zapisek z Warszawy.
Rozwiazania zadari z matematyki z numeru 4/1990

Przypominamy treéé zadan: :

199. Przes dowolny punkt P wysokodci CM tréjkata réwnoramiennego ABC (|AC| = |BC|)
prowadzimy pélprosta AP ™; prrecina ona okrag () opisany na tréjkacie ABC w punkcie D.
Przy jakim poloieniu punktu P okrag I" styciny do odcinkéw PD, PB i luku BD okregu {1 ma
maksymalna drednice?

200. Mamy szedcian stbudowany s n® kostek. Na ile sposobéw moina go rozebraé zdejmujac
po jednym klocku? (Wolno za kaidym razem zdjaé¢ dowolny klocek, na ktérym nie stoi zaden
inny.) Dla jakiego n znaleziona wartodé przekroczy trylion?

199. Przyjmijmy
oznaczenia: |CM | = h,

| MP| ==; O, r — érodek i
promieft okregu 2;

Q, y — érodek i promies
okregu I'. Prosta PQ
polowi kat BPD. Jest

wiec réwnolegia do AB,
wobec czego tréjkaty POQM
i PQB maja réwne pola:
(1) |PQ|-z=|PB|-y.
Rozwazajac tréjkaty prostokatne OPQ, PMB, OMB
dostajemy zaleinodci

@) PQIP=|0Q)P - |OP*=(r—y)?—|r+z—h|?,

(3)|PB|* = |MP|*+|OB|>* = |OM|* =2® +r* — | R —r|*.

Podnoszac (1) stronami do kwadratu i podstawiajac

(2), (3) otrzymujemy po przeksztalceniach réwnanie

kwadratowe wzgledem y

ay’ +by+c=0

o wepélczynnikach x
a=(2r—h)h, b=2rz>, c=2*(h—2z)(h—z—2r).

Dodatnim pierwiastkiem tego _r6wnania. jest liczba

(4) y=a(h—2)/h

(drugi pierwiastek jest ujemny, bo @ > 0 > ¢). Znaleziona

wartoéé (4) osiaga maksimum, gdy z = 1k, cayli gdy P jest

drodkiem odcinka CM.

(Warto zauwaiy¢, ie wzér (4) ma nastepujaca
interpretacje: $rednica okregu I' jest drednig harmoniczna
diugoéci odcinkéw, na ktére punkt P dzieli wysokodé CM.)
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200. Szedcian tworzy n? kolumn (,shupkéw”), po

n klockéw w kazdej. Ponumerujmy te kolumny liczbami
od 1 do n?. Kaidy kolejny ruch jest wyznaczony przez
podanie numeru kolumny. Sposobéw rozebrania szedcianu
jest wiec tyle, ile ciagéw dlugoéci n® o wyrazach ze zbioru
{1,...,n%}, w ktérych kaidy symbol (od 1 do n?)
wystepuje n-krotnie. Oznaczmy liczbe tych ciagéw

przez f(n).

Miejsca zajete przez symbol 1 (n miejsc) mozna ustalié

na (:3) gposobéw. Zostaje n® — n miejsc; n spoéréd nich

zajmuje symbol 2; mozna je wybraé na ("a;") sposobdw.

Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do réwnosci
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Juz dla n = 3 mamy
f(3)=2m-6"">
>27-24%-21%-18%.15%.12°. 9* . (8)) . 67° =
1 3
=3*. (%) -(8Y)-67° =273(8)*(3"67%)* >
>27%.(4-10%)*-10° > 3-10%°,

a wiec kilkaset trylionéw.
(Dla ciekawych: dokladna wartodé¢
f(3) =1 080 491 954 750 208 000 000; dalsze przyblizone
wartodei: f(4) =1,04...-10%7, f(5) =1,97...-10'%7)



