Rys. 1. Na smodyfikowanej tarczy

zegara lacaymy kaida godzine n

z godzina n + 4,

powstaje ,segarowy wykresz” funkeji

W ten sposéb

nen+4w Jig.

3

Rys. 2. Gwiazda Pitagorejska jest
rardwno wykresem funkcji n — n + 2,
jakin—=n<+3w Zg Jest to gwiazda

w0 obwodzir zan

iknigtym”,
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Rys. 3. Gwiazda Dawidan—=n+2
w Zg nie jest gwiazda .0 obwodzie

samknictym”.
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Rys. 4. Zegarowy wykres funkeiji
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Modularne gwiazdki i babelki
Michat KWIECINSKI

Pierdcieni liczb calkowitych modulo m (oznaczany przez Z,,) jest dobrze znany
kazdemu matematykowi. Pojawia sie na poczatku wiekszosci podrecznikéw
algebry wysszej. Oto krétkie wprowadzenie dla niewtajemniczonych:

Zyn moiemy zdefiniowaé jako zbiér pierwszych m nieujemnych liczb calkowitych
-1{0,1,2,...,m—2,m—1}. Liczby te motemy dodawaé i mnozy¢ tak samo

jak zwykle liczby calkowite, z tym ze jeli wynik dzialania przekrocsy m—1,

to ,sprowadzamy go z powrotem” do Z,, biorac jego resste z dzielenia przez m.
Latwo sprawdzi¢, ze zbiér Z,, 2 tak okreslonymi dzialaniami tworzy pierscieft
(to snaczy modularne dodawanie i odejmowanie maja wlasnosci tacznodci,
przemiennosdci, rozdzielnoéci itd.).

fadnym i czesto podawanym przykladem dodawania ,modulo m” jest
dodawanie godzin na dwunastogodzinnym zegarze. Aby otrzymaé pelna analogie
z dodawaniem w Z;;, powinniiny zastapi¢ godzine dwunasta godzina 0. Tarcza
segara bedzie dla naszych celéw bardzo istotna jako punkt wyjscia do rysowania
wykreséw funkcji modularnych.

Funkcje modularna f : Z,, — Z,, otrzymuje sie # funkcji o argumentach

i wartodciach calkowitych F : Z — Z podobnie jak modularne dodawanie

i mnogenie, tan. jesli wartos¢ F(n) przekroczy m—1, to zdefiniujemy f(n) jako
resste g dsielenia F(n) przez m.

Rozwaimy funkcje n+— n+4 w Z;5. Mogliby$my narysowad jej wykres uzywajac
zwyklego prostokatnego ukladu wspéhrzednych o osiach z, y. Wykres ten
skladalby si¢ po prostu z dwunastu wspélliniowych punktéw. Wprowadzimy
terag inna metode ,ilustrowania” funkcji modularnych. Rysujemy tarcze zegara
(tego poprawionego: 0 zamiast 12) i laczymy odcinkami kaida godsine n
(n=0,1,...,11) z godzina n+4 (rys. 1). Nass ,zegarowy” wykres funkcji jest
gotowy.

Mozna ten sposéb rysowania wykreséw uogélni¢ i rysowad wykresy w Z,, dla
dowolnego m. Wtedy uzywad bedziemy tarczy m-godzinnego zegara (zamiast
zwyklego 12-godzinnego) jako ,ukladu wspélrzednych®. Mozemy teraz prayjrzeé
si¢ wykresom réznych funkcji dla réznych wartodci m. To zadanie moze

nam ulatwi¢ mikrokomputer (rysunki zamieszczone w tym artykule zostaly
wykonane na AMSTRADZIE CPC664), lecz kartka papieru i oléwek wystarcza
w zupelnodci.

Najpierw przyjrzyjmy si¢ funkcjom typu n — n + p, gdzie p jest liczba naturalna.
Ten prosty wzér generuje pokasna rodszine gwiazd. Zachecamy Czytelnika

do badania ich wlasnodci (geometria przeplata sie tu s teoria liczb). Oto kilka
probleméw do rozwiazania:

1) Kiedy dwie rézne funkcje maja ten sam wykres (np. n+—>n+2in—n+3
w Zs — Gwiazda Pitagorejska — rys. 2)?

2) Kiedy otrzymujemy gwiazde ,,0 obwodzie zamknietym”, a kiedy gwiazda
sklada sie z kilku obwodéw zamknietych? Sformulowanie: gwiazda ,0 obwodzie
zamknietym” nie wymaga chyba precyzyjnej definicji: jest taka np. gwiazda
ni—n+2w Zs, zad Gwiazda Dawida, czyli n — n+ 2 w Z; taka nie jest
(rys. 2, 3).

3) Dle jest ,gwiazd o obwodzie zamknietym® w Z,, dla ustalonego m?
Badajac gwiazdy sauwazamy, ze ich ksztalt zalezy saréwno od p, jak i od m.
Gdy przy ustalonym p bedziemy swiekszaé m, to wykres funkcjin — n+p
bedzie ,zmierzal® do okregu.

Prayjrzyjmy sie teraz wykresowi funkcji n + 2n dla réznych wartoéci m. Dla
malych m widzsimy pewna regularnoéé w tym wykresie, ktéry gwiazda jus nie
jest (rys. 4).
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Rys. 5. Zegarowy wykres funkeji n — 2n w Z399.
Na wykresach tej funkeji w £, dla duzych m pojawia
aig¢ Lkrzywa babelkowa”.
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Rys. 6. Wykres n = 3n w Zayp. Tym razem widzimy
dwa babelki.
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Rys. 7. n+ 4n w Za00, 3 babelki.
Hipotesa: n ++ kn daje k—1 babelkéw.

Gdy przechodzimy do wigkszych m, pojawia sie¢ nam ksztalt babelka
(rys. 5 ilustruje przypadek m = 200). Ksstalt ten wydaje si¢ nie
smieniaé dla dalszych wartodci m.

Co sie bedzie dzialo dla n +— 3n7 Znéw pojawia si¢ pewien ksgtalt,
ktéry makroskopowo wyglada tak samo dla dusych m. Jednakze
w tym przypadku widzimy dwa babelki zamiast jednego (rys. 6).
Dalsze eksperymentowanie sugeruje hipoteze, ze funkcja iypu

n — kn, gdsie k jest liczba naturalna, ma (k—1)-babelkowy wykres
(rys. 7 ilustruje przypadek k = 4.

Badanie modularnych babelkéw bedziemy kontynuowad uzywajac
odtad metod analitycznych. Sprébujemy odpowiedzied na pytanie,
czym wiasciwie jest ,krzywa babelkowa”, ktéra widzimy na wykresie
funkcji n— kn.

Niezmienniczo$é wzgledem m wykreséw funkcji n +— kn sugeruje
»uciaglenie” procesu ich rysowania. Tarcze naszego m-godzinnego
gegara mozemy traktowad jak okrag jednostkowy na plaszczyfnie.
Kazdemu punktowi a tego okregu przyporzadkujemy kat 0.
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Rys. 8.

Aby otrzymaé zgodnoéé z naszymi zegarowymi wykresami,
plaszczyzne orientujemy zgodnie z kierunkiem ruchu wskazdwek
zegara (a nie przeciwnie, jak nakazuje matematykom tradycja).
Latwo zauwazyé, ze niezaleznie od wartosci m, pomnozenie
godziny n (n =0, 1,...,m—1) przez k odpowiada pomnozeniu
przyporzadkowanego jej kata # przez k. (Uwaga: samo
przyporzadkowanie godzinie kata zalezy od m.) Tak wiec
polaczenie odcinkiem godziny n z godzina kn jest rGwnowazne
polaczeniu odcinkiem punktu odpowiadajacego katowi # z punktem
odpowiadajacym katowi kf (nie bedzie nam przeszkadzaé, jesli kf
przekroczy 2m). Mozemy sobie wyobrazic, ze kaidy punkt a okregu
jednostkowego laczymy odcinkiem z punktem odpowiadajacym
katowi kf,. Powstaly w ten sposéb wykres zawieralby wszystkie
wykresy n — kn (dla wsaystkich m przy ustalonym k).

Wrdéémy teraz do naszego gléwnego pytania. Widzimy, iz nassa
krzywa babelkowa to raczej lamana wyznaczona przez punkty
przeciecia odcinkéw z sasiadujacymi odcinkami. Przy azwickszaniu
m lamana ta sie wygladza. Znaczy to, 2e gdy sasiadujace odcinki
zblizaja sie do siebie, }amane wyznaczone przez ich punkty
przeciecia coraz dokladniej przyblizaja nam pewna idealna krzywa.
Ta idealna krzywa, jest zbidr ,,granicznych punktéw przecigeia”.
Pokaiemy, ze gdy kat y zmierza do ustalonego kata 6, to punkt
przeciecia odpowiadajacych im odcinkéw S, (odc. laczacy ¢ 2 k)
1 Sp (odc. laczacy 0 3 k) zmierza do pewnego punktu plaszczyzny
P(6), ktéry nazwalismy granicznym punktem przeciecia.
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Rys. 9. Krzywa babelkowa dla k = 2, wykredlona
na podstawir  traviinego rdwnania para.fnetryc:nezo.
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Rys. 10. Krzywa babelkowa dla k = 3,
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Rys. 11. Kraywa babelkowa dla k = 4.

Wspélrzedne prostokatne (z,y) = (z(w, 8), y(w,f)) punktu przeciecia
odcinkéw S, i Sp mozna obliczy¢ z ukladu réwnan:

z(cos ¢ — cos k) — y(sin o — sin k) = sin((k — 1))

z(cos § — cos k§) — y(sin § — sin k6) = sin((k — 1)8
Wspélrzedne punktu P(6) sa granicami z i y, pray @ — 0.

Weglednie prosty, lecz troche przydiugi rachunek (regula
de I'Hospitala i tozsamodci trygonometryczne) pokazuje nam, ze te
granice istnieja i wynosza:

zp = (ksinf + sink6)/(k + 1) .

yp = (kcosB + coskf)/(k + 1)

Powyisze wzory to réwnanie parametryczne naszej krzywej
babelkowej, dla parametru 6 € [0, 27).

Wykreélajac krzywe odpowiadajace réznym wartoéciom k
gauwazamy, iz rzeczywiscie zgadzaja sie z tym, co widzimy
na zegarowych wykresach (rys. 9 — 11 ilustruja przypadki
k=123, 4).

Otrzymane réwnanie parametryczne mozna zinterpretowaé

w nastepujacy sposéb: Krzywa babelkowa jest zakreélana przez
punkt P obracajacy si¢ zgodnie z ruchem wskazéwek zegara dookola
punktu Q (z predkoécia katowa k po okregu o promieniu 1/(k + 1)),
przy czym punkt @ obraca sie dookola stacjonarnego punktu O

(z predkoscia katowa 1, po okregu o promieniu k/(k + 1)) (rys. 12).
Ta obserwacja klasyfikuje krzywe babelkowe jako krzywe
epicykliczne. P

Rys. 12. Punkt P porusza sig
dookola punktu Q

|z predkodeia katows 2,

po okregu o promieniu 1/3);
sam punkt  porusza sig
dookola stacjonaruego punktn O
(2 predkodcia katowa L.

po okregu o prowmieniu 2/3).

W ten sposéh punkt P zakredla
krzywa babelkows dla k = 2.

Mozemy takie podaé intuicyjno-teorioliczbowe uzasadnienie
faktu, ze liczba babelkéw wynosi k — 1. Zanwazmy, ze kazdemu
babelkowi odpowiada jeden wektor Sy majacy ten sam kierunek
i zwrot, co promieli okregu jednostkowego. Ma to miejsce,

gdy (k6 — 0 — x) = 2gm, dla pewnej liczby naturalnej g, co jest
réwnowaine temu, gze § = x/(k — 1) + ¢2n/(k — 1). Z tego
réwnania widzimy, ze otrzymamy k — 1 réznych wartodci 6
dlag=0,...,(k—2).

Mozemy-teraz zapytad, jak wyglada wykres funkcji liniowej
n +— kn+ p. Latwo jest uogélnié otrzymane rezultaty i pokazaé, ze
nzmierza” on do no,rmalnej krzywej babelkowej, gdy m — co.

Na zakoriczenie zauwagmy analogie miedzy wykresem zegarowym

i kolem jednostkowym na plaszczyénie zespolonej. Laczenie godzin
z ich wielokrotnodciami odpowiada laczeniu liczb zespolonych z ich
potegami.

W tym artykule badali§my wykresy zegarowe funkcji liniowych.
Jak wygladaja wykresy zegarowe innych funkecji? Ten problem
pozostawiamy Czytelnikowi.



