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Pierscien liczb calkowitych modulo m (oznaczany przezZ,n) jest dobrze znany
kazdemu matematykowi. Pojawia sie na poczatku wiekszosci podreczników
algebry wyzszej. Oto krótkie wprowadzenie dla niewtajemniczonych:-. .
Zm mozemy zdefiniowac jako zbiór pierwszych m nieujemllych liczb calkowitych
- {O, 1,2, ... ,m-2, m-l}. Liczby te mozemy dodawac i mnozyc tak samo
jak zwykle liczby calkowite, z tym ze jesli wynik dzialania. przekroczy m-l,
to "sprowadzamy go z powrotem" doZm biorac jego reszte z dzielenia przez m.
Latwo sprawdzic, ze zbiórZm Z tak okreslonymi dzialaniami tworzy piersciell
(to znaczy modularne dodawanie i odejmowanie maja. wlasnosci la.cznosci,
przemiennosci, rozdzielnosci itd.).

adnym i czesto podawanym przykladem dodawania "modulo m" jest
dodawanie godzin na dwunastogodzinnym zegarze. Aby otrzymac pelna. a.nalogie
z dodawaniem wZ12, powinnismy zastapic godzine dwunasta godzinaO. Tarcza
zegara bedzie dla naszych celów bardzo istotna jako punkt wyjscia do rysowania
wykresów funkcji modularnych.

Funkcje modularna f ; Zm -+ Zrn otrzymuje siez funkcji o argumentach
i wartosciach calkowitychF : Z -+ Z podobnie jak modularne dodawanie
i mnozenie, tzn. jesli wartoscF(n) przekroczy m-l, to zdefiniujemyf(n) jako
reszte z dzieleniaF (n) przez m.

Rozwazmy funkcjen ~ n +4 w Z12. Moglibysmy narysowac jej wykres uzywajac
;wyklego prostokatnego ukladu wspólrzednych o osiachx, y. Wykres ten
skladalby sie po prostu z dwunastu wSp'ólliniowych punktów. Wprowadzimy
teraz inna. metode "ilustrowania" funkcji modularnych. Rysujemy tarcze zegara
(tego poprawionego:O zamiast 12) i laczymy odcinkami kazda godzinen
(n = 0,1, ... ,11) z godzinan+4 (rys. 1). Nasz "zegarowy" wykres funkcji jest
gotowy.

Mozna ten sposób rysowania wykresów uogólnic i rysowac wykresy wZm dla
dowolnego m. Wtedy uzywac bedziemy tarczy m-godzinnego zegara (~amiast
zwyklego l2-godzinnego) jako "ukladu wspólrzednych"'. Mozemy teraz przyjrzec
sie wykresom róznych funkcji dla róznych wartosci m. To zadanie moze
nam ulatwic mikrokomputer (rysunki zamieszczone w tym artykule zostaly
wykonane na AMSTRADZIE CPC(64), lecz kartka papieru i oló~ek wystarcza
w zupelnosci.

Najpierw przyjrzyjmy sie funkcjom typun ~ n + p, gdzie p jest liczba. naturalna..
Ten prosty wzór generuje pokazna. rodzine gwiazd. Zachecamy Czytelnika
do badania ich wlasnosci (geometria przeplata sie tu z teoria liczb). Oto kilka
problem6w do rozwiazania:

1) Kiedy dwie rózne funkcje maja ten sam wykres (np.n ~ n + 2 i n ~ n + 3
w Zs - Gwiazda Pitagorejska - rys. 2)?

2) Kiedy otrzymujemy gwiazde "o obwodzie zamknietym", a kiedy gwiazda
sklada sie z kilku obwodów zamknietych? Sformulowanie: gwiazda "o obwodzie
zamknietym" nie wymaga chyba precyzyjnej definicji: jest taka. np. gwiazda
n ~ n + 2 w Zs, zas Gwiazda Dawida, czylin ~ n + 2 w ZG taka nie jest
(rys. 2, 3).

3) De jest "gwiazd o obwodzie zamknietym" wZm dla ustalonego m?
- .

Badaja.c gwiazdy zauwazamy, ze ich ksztalt zalezy zar6wno odp, jak i od m.
Gdy przy ustalonymp bedziemy zwiekszac m, to wykres funkcjin 1-+ n + p
~dzie "zmierzal" do okregu.

Przyjrzyjmy sie teraz wykresowi funkcjin ~ 2n dla róznych wartosci m. Dla
malych m widzimy pewna regularnosc w tym wykresie, kt6ry gwiazda juz nie
jest (rys. 4).

Modularne gwiazdki i babelki
Michal KWIECINSKI

2

1

9

9

Rys. 1. Na zmodyfikowanej tarczy
zegara ll\c••ymy kazd" godzinen
z god••inl\ n+ 4. W ten spos6b
powstaje "••egarowy wykresn funkcji
n H- n + 4 w Z12.
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RyJ. 2. Gwiazda Pitagorejska jest
ul'6wno wykresem funkcjin 1-' n+ 2,
jak i n •..•n+ 3 w Zs. Jest to gwiazda
,,0 obwod?ii' i',;uuknietY1U".
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Rys. 3. Gwiazda Dawidan •..•n + 2
w Za nie jest gwia ••da "o obwodzie
zamknietymn.
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Rys. 4. Zegarowy wykres funkcji
n •..•2nwZlO.
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Rys. 5. Zegarowy wykres funkcjin •...•2n w Z200.
Na wykresach tej funkcji wZ", dla duzych m pojawia
sie "krz)'Wa babclkowa".

Rys. 6. Wykresn 1-+ 3n w ZZ"o. Tym razem widzimy
dwa babelki.

Rys. 7. n 1-+ 4n w Zzoo, 3 babelki.
Hipoteza: n •...•kn daje k-l babelków.

5

Gdy przechodzimy do wiekszych m, pojawia sie nam ksztalt babelka
(rys. 5 ilustruje przypadek m= 200). Ksztalt ten wydaje sie nie
zmieniac dla dalszych wartosci m.

Co sie bedzie dzialo dlan 1--+ 3n? Znów pojawia sie pewien ksztalt,
który makroskopowo wyglada tak samo dra duzych m. Jednakze
w tym przypadku widzimy dwa babelki zamiast jednego (rys. 6).
Dalsze eksperymentowanie sugeruje hipoteze, ze funkcja typu
n 1--+ kn, gdzie k jest liczba naturalna, ma (k-l)-babelkowy wykres
(rys. 7 ilustruje przypadekk = 4) ..

Badanie modularnych babelków bedziemy kontynuowaL uzywajac
odtad metod analitycznych. Spróbujemy odpowiedziec na pytanie,
czym wlasciwie jest "krzywa babelkowa" , która widzimy na wykresie
funkcji n 1--+ kn.

Niezmienniczosc wzgledem m wykresów funkcjin 1--+ kn sugeruje
"ucia.glenie" procesu ich rysowania. Tarcze naszego m-godzinnego
zegara mozemy trakt owaLjak okrag jednostkowy na plaszczyznie.
Kazdemu punktowia tego okregu przyporzadkujemy katO,..
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Rys. 8.

Aby otrzymac zgodnosc z naszymi zegarowymi wykresami,
plaszczyzne orientujemy zgodnie z kierunkiem ruchu wskazówek
zegara (a nie przeciwnie, jak nakazuje matematykom tradycja).
Latwo zauwazyc, ze niezaleznie od wartosci m, pomnozenie
godziny n (n = O,1, ... , m-l) przezk odpowiada pomnozeniu
przyporzadkowanego jej kataO przez k. (Uwaga: samo
przyporzadkowanie godzinie kata zalezy odm.) Tak wiec
polaczenie odcinkiem godzinyn z godzina kn jest równowazne
polaczeniu odcinkiem punktu odpowiadajacego katowiO z punktem
odpowiadajacym katowikO (nie bedzie nam przeszkadzac, jeslikO

przekroczy 211-). Mozemy sobie wyobrazic, ze kazdy punkta okregu
jednostkowego laczymy odcinkiem z punktem odpowiadajacym
katowi kfJ,.. Powstaly w ten sposób wykres zawieralby wszystkie
wykresy n 1--+ kn (dla wszystkich m przy ustalonymkl ..
WrÓcmy teraz do naszego glównego pytania. Widzimy, iz nasza
krzywa babelkowa to raczej lamana wyznaczona przez punkty
przeciecia odcinków z sasiadujacymi odcinkami. Przy zwiekszaniu
m lamana ta sie wygladza. Znaczy to, ze gdy sasiadujace odcinki
zblizaja sie do siebie, lamane wyznaczone przez ich punkty
przeciecia coraz dokladniej przyblizaja nam pewna idealna krzywa.
Ta idealna krzywa jest zbiór "granicznych punktów przeciecia".
Pokazemy, ze gdykat'P zmierza do ustalonego kataO, to punkt
przeciecia odpowiadajacych im odcinkówS<p (ode. laczacyp z kp)
i So (ode. laczacyO z kO) zmierza do pewnego punktu plaszczyzny
p(e), który nazwalismy granicznym punktem przeciecia.



Rys: 9. Knywa ba,lwlkowa dlak = 2, wykfeslollana podstawil' ('.tn'.\illt;lIwg(J r6wnania parametrycznego.

Rys. 10. Krzywa ba,belkowa dlak = 3.

Rys. 11. Krzywa ba,belkowa dlak = 4.
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Wspólrzedne prostokatne(x, y) = (x(<p, O), y(<p, O)) punktu przeciecia
odcinków 8'{>i 88 mozna obliczyc z ukladu równan:

{ x(cos <p- cosk<p) - y(sin <p- sin kIp) = sin(k - 1)<p)x(cos 0- coskO) - y(sin O - sin kO) = sin(k - 1)0)

Wspólrzedne punktuP(O) sa granicamix i y, pr-flY<p -> O.

Wzglednie prosty, lecz troche przydlugi rachunek (regula
de I'Hospitala i tozsamosci trygonometryczne) pokazuje nam, ze te
granice istnieja i wynosza:

{xp = (ksinB+sinkO)/(k+l) .yp = (kcos 0+ coskO)/(k + 1)
PowyZsze wzory to równanie parametryczne naszej krzywej
babelkowej, dla parametruO E [0,211").

Wykreslajac krzywe odpowiadajace róznym wartosciomk
zauwazamy, iz rzeczywiscie zgadzaja sie z tym, co widzimy
na zegarowych wykresach (rys. 9 - 11 ilustruja przypadki
k = 2,3,4).

Otrzymane równanie parametryczne mozna zinterpretowac
w nastepujacy sposób: Krzywa babelkowa jest zakreslana przez
punkt P obr~cajacy sie zgodnie z ruchem wskazówek z~gara dookola
punktu Q.(z predkoscia katowak po okregu o promieniu1/(k + 1)),
przy czym punkt Q obraca sie dookola stacjonarnego punktu O
(z predkoscia katowa 1, po okregu o promieniuk/(k + 1)) (rys. 12).
Ta obserwacja klasyfikuje krzywe babelkowe jako krzywe
epicykliczne. ?

Rys. 12. Punkt P porusza si~
dookola punktu Q
(z predkoscia ka,towa 2,
po okregu o promieniu 1/3);
sam punkt Q porusza sie
dookola stacjonal'llego pUllktllO
(z predkoscia kl\towa 1.
po okl'<:gu o promieniu 2/3).
W ten spos6h punkt P zakresl"
krzywa b'\belkowa dlak = 2.. ,

.....................................

Mozemy takze podac intuicyjno-teorioliczbowe uzasadnienie
faktu, ze liczba babelków wynosik - 1. Zauwazmy, ze kazdemu
babelkowi odpowiada jeden wektor88 majacy ten sam kierunek
i zwrot, co promien okregu jednostkowego. Ma to miejsce,
gdy (kO - O - 11")= 2q1l", dla pewnej liczby naturalnejq, co jest
równowazne temu, zeO = 1I"/(k - 1) + q211"/(k - 1). Z tego
równania widzimy, ze otrzymamyk - 1 róznych wartosciO
dla q = 0, ... ,(k - 2).

Mozemy,teraz zapytac, ja.k wyglada wykres funkcji liniowej
n 1-+ kn + p. Latwo jest uogólnic otrzymane rezultaty i pokazac, ze
"zmierza" on do normalnej krzywej babelkowej, gdy m-+: 00.,
Na zakónczenie zauwazmy analogie miedzy wykresem zegarowym
i kolem jednostkowym na plaszczyznie zespolonej. Laczenie godzin
z ich wielokrotnosciami odpowiada laczeniu liczb zespolonych z ich
potegami.

W tym artykule badalismy wykresy zegarowe funkcji liniowych.
Jak wygladaja. wykre$y zegarowe innych funkcji? Ten problem
pozostawiamy Czytelnikowi.


