Patrz w niebo

Dr Tomasz KWAST

Radiocaktywnos$é jest chyba powszechnie uwazana za zjawisko dlugotrwale. Wiemy
przeciez, Ze promieniotwércze preparaty stosowane w medycynie stuza latami,

a pozbywanie sie radioaktywnych odpadéw jest powainym problemem. Okazuje
sie jednak, Ze promieniotwérczodé gra prawdopodobnie jedna z gléwnych rél w tak
gwalownym gjawisku, jakim jest wybuch supernowej.

Jak wiadomo, supernowe zostaly podzielone na dwa typy. Typ II to eksplodujace
gwiazdy o dugej masie. Uprzednio na drodze koleinych reakcji termojgdrowych

doszlo stopniowo do wytworzenia zelaznego jadra, poniewaz zelazo — jako pierwiastek

o najsilniej zwiazanych nukleonach — paliwem jadrowym juz by¢ nie moze. Jadro

takiej gwiazdy, gdy przekroczy okredlons mase, moie sie juz tylko zapaié pod wilasnym
cigzarem, reszta gwiazdy réwniez sig, oczywiscie, zapada 1 wyzwolona przy tym energia
grawitacyjna powoduje w nastepnej chwili eksplozje, w wyniku ktdrej obiekt taki swieci
przez jakis czas z moca miliardéw Sloric. Z jadra powstaje prawdopodobnie gwiazda
neutronowa, a otoczka rozplywa sie w przestrzeni.

Inaczej nieco przebiega wybuch supernowe] I typu. Ten etap osiagaja gwiazdy niezbyt
masywne, ktére nie sa w stanie wyprodukowad Zelaznego jadra. U nich synteza
termojadrowa zatrzymuje sie na wytworzeniu wegla lub tlenu, nastepnie gwiazda

doéé lagodnie pozbywa sie warstw zewnetrznych, a to, co zostaje, to bialy karzel.

W samotnodci bialy karzel moze juz tylko powoli stygnaé. Jednak bardzo cazesto

jest skiladnikiem ukladu podwédjnego, a wtedy moze pobieraé materie od gwiazdy
towarzyszacej. PoniewaZ jednak masa bialego karla nie moie przekroczyé 1,4 mas
Slotica (jest to tzw. granica Chandrasekhara), to w koiicu dochodzi do jego zapadnigcia
sig, co jest wstepna faza wybuchu supernowej I typu. W ciagu kilku sekund jadro
gwiazdy zostaje wypalone i wytworzona energia rozrywa gwiazde. I tu rzecz niezwykia:
wybuch taki méglby byé niewidoczny! Bowiem materia bialego karla, swlasscza
sapadajacego sie, jest bardzo gesta, a wiec nieprzezroczysta. Aby éwiatlo moglo sie

% jego wnetrza wydobyé w miare swobodnie, musialby spuchnaé setki tysiecy razy,

ale wtedy ostyglby tak dalece, Ze znowu z zewnatrz nic specjalnego nie daloby sie
zobaczyé.

Teraz dochodzi do glosn radioaktywnodé. Obliczenia modelowe dowodza, Ze wskutek
gwaltownodci kolapsu gwiazdy synteza termojadrowa prowadzi do wytworzenia
jadra zbudowanego z promieniotwérczego niklu ®°Ni, ktéry rozpadajac sie nastepnie
na kobalt i zelazo przez kilka dni ogrzewa rozprgzajacego sie bylego bialego karla

z moca, usprawiedliwiajaca nazwanie calego zjawiska wybuchem supernowej (I typu).
A dowody na to jui istnieja: linie niklu, kobaltu i Zelaza w widmach supernowych
zostaly juz zaobserwowane!

Rocine omdéwienie sadaii Klubu 44
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W nast¢pnynL numerse.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakeji Delty
Skrét regulaminu

Kaidy moie uadsylad rozwiazania zadaii z numeru n w terminie do korica miesiaca

rn+ 3. Szkice rozwiazafi samiesnczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwinzania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadauin (kaide nua ddzielnej kartce), mozna to robié
co miesiac lub 2 dowolnymi przerwami. Rorwiazania zadad z matematyki i » fizyki naledy
pracaylal w oddszielnych kopertach, umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zaduania w skali od 0 do 1 z dokiadnodein do 0,1. Ocene mmoiymy
przez wepdlezynnik trudnodci danego sndania: WT = 4 — 38/N, gdzie § oznacza sumg ocen
73 rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osdh, ktére nadeslaly rozwinsanie chodby jednegoe
zadania z danego numeru w dancj koukurencji (M lub F) — i tyle punktséw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktbw, w dowolnym czasic i w ktérejkolwick 2 dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktow jest maliczana
do ponownego udzialn. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szezegslowy regulamin rostal wydrukowany w nuwmerze 1/1989.

Zadania z fizyki nr 101, 102 Redaguje dr Andrzej NADOLNY

101. Izolowana kula metalowa o promieniu 1 cm jest bombardowana przez szeroki
strumief elektronéw o energii 1000 eV. Po pewnym czasie zostaje osiagnicty stan
réwnowagi. Jakie sa w tym stanie: potencjal kuli, zgromadzony na niej }adunek oraz
natezenie pola elektrycznego przy powierzchni kuli?

102. Jednorodna, wiotka lina o dlugosci [ i masie m, z zawieszonym na jej dolnym
koricu obciaZnikiem o masie M = 5 m, zwisa swobodnie, zaczepiona swym gérnym
koficem. Wiejacy poziomo ze stals predkoécia wiatr dziala na line sila réwna co

do wartodci ciezarowi liny, podczas gdy sila wiatru dzialajaca na obciagnik jest
zaniedbywalna w poréwnaniu z jego cigzarem. Jaki kat tworzy lina z kierunkiem
pionowym w punkcie jej zaczepienia? Obliczy¢ w sposéb przyblizony metodami
numerycznymi odchylenie obciagnika od pionu.
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Klub 44

Croléwka ligi sadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazad
zadani 87 (WT=2,72) i 88 (WT=1,57)
& numeru 4/1989

Jerzy Lipkowsk! - Blblag 44,01pkt
Tomass Wietecha - Tarndw 43.40pkt
Aleknander Surma - Mysskdw 41,5Tpkt
Plotr Kocsyfiskl - Warszawa 39,5Tpkt
Plotr Baila - Torunf 33,23pkt
Wojclech Pelsert - Wroctaw 32.77pkt
Andrzej Borowski - Aleksandrdw

Kujawski 230,84pkt
Praemystaw Gworys - Crastochowa 30,18k
Jacek Stelmach - Babrze 29,44 pkt (1)
Marlass Bogacs — Pificzdw 28,86pkt

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1989
Przypominamy treéé zadan:

88. Tray jednakowe cewki o indukcyinoici L, nawinicte w t¢ sama strong, polaczono réwnolegle
w taki spoadb, ie wapslezynnik indukeji wzajenmej kaidej pary tych cewek jeast jednakowy

i wynosi M. Jaka jest indukeyinosc nastgpeza Lap ukladu tych cewek?

‘84. Rakieta o masie wlasuei M = 4 Mg i poczatkowej masie paliwa m = 7 Mg rozpoczyna

na wysokodei H = 100 km nad powierachnia Ziemi samodzielny lot 2 predkodeia pocentkows

vo = 1 km/s w kierunku pionowym ku gérze. Przyimujac, #c praes caly okres T = 00 s pracy
silnika jego sila ciagu F = 100 kN jest stala i skierowana pionowo w gére, wyznaczyé saleinodé
predkodei v rakiety oraz jej wyscokodei h od czasu i przedstawid ja w postaci wykresdw.

Obliczeyé maksymalua wys‘:km-'é. na jaka wzniesie sie rakicta,

93. Z definicji indukcyjnosci zastepczej mamy

dle~
Usp = Lap—— I

Pan Lipkowski po raz drugi przekrocayt £dzie Usp jest napieciem miedzy punktami A i B, natomiast Io — natezeniem

44 punkty.

calkowitego pradu plynacego miedzy tymi punktami.

Z symetrii wynika réwnosdé pradéw w trzech cewkach:

W konsekwencji

(2)

(3)

94. Réwnanie ruchu ra.kiety w przedziale czasu t € [0, T)
ma postaé

(M — (M +my () g

gdzie m,(t) jest masa, pa.hwa, w czasie &, g —
prayspieszeniem ziemskim (na odpowiedniej wysokosci).
Opér powietrza — wobec bardzo rozrzedzonej na tych
wysokodclach atmosfery — zostal pominiety. Przyjmujac,
ie w czasie T cale paliwo sie wypala ze stals szybkodcia,

mamy .
mp(t) = m(l— %) :

Z analitycznego rozwiazania tego problemu (patrz:
A K. Wréblewski, J.A. Zakrzewski, Wstep do fizyki, t.1,
PWN 1984, str. 380-384) wynikaja nastepujace wazory:
(1) v(t) = vo — gt — w1n(1 — kt),

2
(2) h{t) = H +vat — g5 + 2 ((1 ~ k) In(1 — kt) + kt) ,
gdzie k = lom, u = ET (réwne predkosci gazéw
wylatujacych z silnika rakiety).
Dla t > T ruch rakiety jest ruchem swobodnym w polu
grawitacyjnym (rzut pionowy).
Ze wigledu na zaleinoéé przyspieszenia siemskiego
od wysokodci g = (R/(R+h))” - 9,8m/s?, gdsie
R = 6370 km - promieifi Ziemi, prgyjmujemy dla przedzialu
h € [100 km, 200 km| érednia wartodé g = 9,4 m/s? i ze
wzoréw (1), (2) obliczamy v, = (90 s) = 1440 m/s oraz
h(90 s) = 201 km. Wysokoéé osiagnieta w locie swobodnym

ERL  proca _|
=1
i.

lulwobodnymldaty—-

(] ® 100 10 0 0
czas t [s]

d h{t)
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Li(t) = L(t) = I(t) = I(t).

Io(t) = 3I(2).

Dla dowolnej cewki, wobec ich nawiniecia w te samg strone, mamy

dr dr
Usp = L-‘E - 2Ma .

Z przyréwnania wyrazesi (1) i (3), uwzgiedma.mcego zwiazek (2), wynika, Ze

Laig = (L 25{)

wyznaczamy na podstawie wzoru (Ah)2 = v7/(2¢))
podstawiajac g1 = 9,1 m/s? (drednie ¢
dla h € [200 km, 320 km]). Maksymalna wysokodé, na jaka,
wzniesie sig rakieta, jest réwna hmas = h(90/'s) + (Ah): =
= 315 km. Zaleinoéci v(t) oraz h(t) sa przedstawione
na wykresach. Uzyto w nich tylko jednej wartoéci
g =9,3 m/s?, pomimo tego zgadzaja, sie one z obliczonymi
wyzej wynikami z dokladnoscia do okolo 0,5 %. Predkosé
rakiety poczatkowo nieco maleje, co zrozumiale wobec
F < (M +m)g.
W rozwiazaniu numerycznym dzielimy przedzial czasowy
T na n odcinkéw czasowych At = T'/n i przyimujemy
t; = iAt, gdzie 1 = 1,2,3,...,n. Mase catkowitq rakiety
oraz jej przyspieszenie w chwili ¢ okreslaja wzory

m.=M+m(l—l) oraz a;= f-——g.

n m;

Oznaczajac érednia predkosé w przedziale czasu [ti—y, ti]
przez w; mamy

v = vy + (-E-i:—m—g) %—t, iy = v + a; At
At
oraz v(908) = v, + an a5

Droga przebyta w przedziale czasu [ti—,,1:] jest,
oczywidcie, réwna (Ah); = v;At, mozna jednak réwniei
korzystaé z saleinoéci (Ah)iy1 = (Ah); + ai(At)?.

Wyniki numeryczne uzyskane dla n = 70 (z uzyciem
programu, ktéry ukaze sie w ksigéce: J. Ginter, R. Kutner,
Kompulerem w Kosmos, WSIiP) pokrywaja sie z wynikami
analitycznymi w granicach 1072 %.

)

predkode v [m/s]
v Pl




Zadania z matematyki nr 203, 204 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

203. Wyznacsy¢ najmniejsza liczbe naturalng n, dla ktérej istnieje 1990 réénych liczb
naturalnych (dodatnich liczb calkowitych), nie przekraczajacych n, o tej wlasnosci, ze
Zadna 2 nich nie jest dwukrotnoscia innej.

204. Wykazaé zbieinoéé i znaleié granice ciagu

an = n"(nle — [nle])".

Zadanie 204 zaproponowal pan Piotr Jedrzejewicz 2 Torunia.

odpowiednio na boki AB, BC, CA.

® Roswigzania zadan z matematyki 2 numeru 9/1989
Przypominamy treéé zadan:
196. Dwic identycane talie po n kart stasowano razem. Odkrywamy karty po jednej o chwili,
' = 4 4 gdy wirdd odkrytych kart snajda sie dwie identycsne. Obliczyé wartodé oczekiwany liceby
odkrytych kart.
. 196. Niech Py, Pa, P; beda reutami punktu P ledacego wewnatrz trdjkata ostrokatnego ABC

Dowiedé, ie iloraz (|APy| + |BPa| + |CP3|)/(|PP1| + | Pal + |PP3)) jest wiclkodcia staly (gdy
F pr2zebiega wnegtrze tréjkata) wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat ABC jest rownoboczny.

195. Niech p: bedzie prawdopodobiefistwem, 2 jakim

rozwasana zmienna losowa przyjmuje wartosé k.

Innymi slowy, pi jest prawdopodobiefistwem tego, ie

k-ta odkryta karta jest pierwsza identyczna s ktérad

z poprsednich (k= 1,2,...,n +1). Oznacamy

przez i prawdopodobiefistwo tego, Ze wiréd

pierwszych k odkrytych kart nie ma dwéch jednakowych

(k=0,1,2,...,n +1) i zauwaimy, e go = 1, gnt1 = 0,

ge-1—gr=pgrdlak=1,2,...,n+ 1. Szukana wartodé

oczekiwana wynosi )
E.=p1+2p+...40pa +(R+1)pat1 = »

=(go—q1) +2(q1 —q2) + ...+
+n(gn-1—qn)+(n+1)gn=qo+q1+...+¢n-

Liczba motliwych kombinacji kart odkrytych w k

pierwszych ruchach wynosi (%) (abstrahujemy od

kolejnosci); wéréd nich jest 2*(]) ukladéw bes pary

kart identycznych (wybér po 1 elemencie z k par spoéréd

n par). Liczby te — to mianownik i licznik ulamka

wyznaczjacego prawdopodobiefistwo gr. A zatem

w2 () () (),

gdzie y =n —k.
Stad
b -1
En =§tn =2 ()5,
gdsie Sa = 3 rf(‘;f").

j=0
Dla n > 2 mamy réwnosé

s_=1+§,-s((n}-i;l) + (n+;‘—1)) =
B () (1)

§=0 =1

=1+;( .._z—-(f;))+
+ (s.-1—1+z-"("';‘)) = 35n +5nc,

czyli S, = 25,-1. Poniewas §, = 2, zatem S, = 2"
-1
i ostatecznie E, = 4" (’:) .

Uwaga. Korzystajac ze wzoru Stirlinga moina wykazaé,
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@e znaleziona wartosé réwna sie w prayblizeniu \/rn; .
Dokladnlej: By = any/mn, gdsie 1 < an < (—135-) .

T2n—1
Na przyklad dla n = 52 mamy Es; = 12,8 +0,02.
Ukiadajac pasjansa z dwéch swyklych talii kart, dobrze
potasowanych, oczekujemy wiec pierwszego powtorzenia
karty gdzied okolo 13 miejsca.

196. Oznaczmy rozwagane wyragenie przez f(P);
dopuszczamy polozenia punktu P nie tylkc wewnatrs,
ale i na brzegu tréjkata ABC. Gdy punkt P przebiega
ruchem jednostajnym dowolny odcinek zawarty w tréjkacie
ABC, wéwczas zaréwno licenik, jak i mianownik f(P)
gmienia si¢ w sposéb liniowy. Jezeli tréjkat ABC jest
réwnoboczny, to f(P) przyimuje jednakowa wartod¢ dla
P bedacego dowolnym z trzech wierzcholkéw. Zatem
funkcja f jest stala wzdluz kazdego boku tréjkata; dalej:
jest stala wadluz kaidego odcinka o koricach na brzegu
tréjkata ABC, czyli po prostu: jest stala.

Dowodzimy teraz implikacji przeciwnej. Niech ABC
bedzie dowolnym tréjkatem cstrokainym. Oznaczajac
przez O i I érodki okregédw opisanego i wpisanego, przez
R i r promienie tych okregéw, przez a, b, ¢ dlugodci
bokéw tréjkata, a przez a, §,7 miary odpowiednich katéw
otrzymujemy réwnoéci

a b <
1(0) = ifits —=
\/m—-s{iﬂ/}zh%-r R — &
_ sina+sinf4siny _ 4t

" cosa+cosf+cosy 4ds+1'
gdzie t = cos %cos*g-cos },s=siu§singsin I
oraz
rctgd+retgf +retgl

1= =
s L BoeTul
= gctg ctg 3 ctg = 5

Jezeli f = conaet, to, oczywiscie, f(O) = f(I) i 3 réwnania
ot = & wyznaczamy s = 3. Z wkleslodci funkeji
sinus oraz g nieréwnoédci miedzy érednia geometryczna

i arytmetyczna wynika za$, ie
in 2 inz\?® e B 1\?
‘S(sli:}g+ain§+sln,) g(ain’+;+’) :%’

3
pray czym réwnoéé zachodsi jedynie wtedy, gdy a =8 =1.
Tak wiec f jest funkejg stalg tylko w preypadku tréjkata
réwnobocznego.



