Réwnania rézniczkowe i komputer
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Postep w budowie sprzetu komputerowego byl przez wiele
lat inspirowany gléwnie potrzebami fizykéw i inZynieréw.
Tworszyli oni réZne matematyczne modele rzeczywistodci,
modele coraz doskonalsze, ale jednoczeédnie coraz trudniejsze
do matematycznego zbadania. Jedyna szansa bylo
znajdowanie rogwiazaf przyblifonych, w czym nieoceniona
pomoca shizyl komputer. Poniewas rzecz dotyczyla ‘czesto
spraw kluczowych dla rozwoju cywilizacji — budowa statkéw,
mostéw, samolotéw itp. — nie szczedzono wysitkéw dla
doskonalenia narzedzia niezbednego do tej dzialalnosci,

tj. komputera.

W ponizszym tekécie zajmiemy sie niektérymi pulapkami,
jakie czyhaja na praktyka pragnacego znaleié, przy uiyciu

komputera, przyblifone rozwizzanie wymyslonego przez siebie

modeln matematycznego. W opisie ograniczymy sie tylko do
klasy modeli opisywanych za pomoca réwnaf réiniczkowych.
Poniewasi éwiat jest wielowymiarowy, wiec méwié bedziemy
o réwnaniach z pochodnymi czastkowymi, {j. pochodnymi

w kierunku poszczegbélnych osi wspélrzednych.

Wyobrazmy wiec sobie, e mamy model matematyczny,
w ktérym interesujaca nas cecha rzeczywistodci jest opisana
funkcja u zalena od czasu t i poloZenia w przestrzeni.
Dla uprossczenia przyjmijmy, ze poloZenie zadane jeat
jedna zmienna z. Oznacza to, de u = u(t,z). Model
nasg dany jest nastepujacym réwnaniem o pochodnych
czastkowych
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Réwnanie to opisuje prawo, wedlug ktérego zmienia
sie w czasie funkcja u. Jeéli chcemy znaleéé jej postad
w jakiejé chwili czasu ¢, musimy znaé ja w chwili
poczatkowej ¢ = 0, tzn. znaé funkcje

u(0, =) = uo(2) .

Ograniczmy jeszcze obezar zmiennoéci z do przedzialu
[~a,a] (ulatwi to korzystanie 3 komputera) zakladajac

przy tym, Ze na kraficach tego przedszialu znamy funkcje v
w kazdej chwili czasu.

t Cheac rozwiazaé réwnanie (1) na komputerze mozemy wykorsystaé nastepujacy
x sposéb. Dsielimy przedsial [—a, a] na odcinki o tej samej diugodci Az, a przedzial [0, T)
na odcinki o dlugodei At. Ponumerujmy wezly powstalej w ten sposéb siatki parami

iy liczb (j,n) tak, Zeby j roslo w kierunku osi 0z, a n w kierunku osi 0¢ (patrz rys. 1,

n —+ il

gdzie 0< j < J,0< n < N oraz J = 2a/Az, N = T/At). Rozwiazanie réwnania (1)

. na komputerze bedzie polegalo na znalezieniu wartodci funkcji u we wszystkich wezlach
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giatki, tj. zbioru liczb u}, gdzie u} jest wartodcia funkeji v w wefle o numerze (J,n),
u] = u(nAt, —a + jAz). v
Jak latwo zauwasgyé, znajac funkcje uo(z) mozemy obliczyé wartodci u w najniiszej

Rys. 1 warstwie wezléw u? = uo(—a + jAz).

Aby rozwiazaé réwnanie (1) na tej siatce musimy
wystepujace w nim pochodne zastapié przez odpowiednie
ilorazy réinicowe korzystajac pray ich tworzeniu jedynie
2 wartodci funkcji w weszlach siatki. MoZemy na przyklad
napisaé
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Takie postepowanie nazywa si¢ tworzeniem schematu
réinicowego.

Zbudujmy teraz rézinicowe prayblizenie réwnania (1).
Wykonujac w tym réwnaniu odpowiednie réiniczkowanie
mosemy je zapisaé nastepujaco
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i wstawiajac prayblizenia pochodnych ze wzoréw (2)
otrzymujemy réwnanie réznicowe
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Po prostych przeksztalceniach dostajemy
nt+l __ ..n ul Al n
uitt =uf — o (uf —uj).

Tak wiec znajac wartodci » w warstwie n mozemy z tego
wszoru wyznaczyé wartodci 4 w warstwie n + 1.
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Zauwaimy jednak, ze moglibydmy nie wykonaé
réiniczkowania w réwnaniu (1) i zastosowad nastepujace
przyblizenie
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Wtedy nasze réwnanie péznicowe przyjeloby postaé
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Powstaje teraz pytanie, ktére z dwéch otrsymanych
réwnah réinicowych jest lepsze, tzn. lepiej praybliza
rozwiazanie réwnania rézniczkowego. Aby odpowiedzied
na to pytanie, scalkujmy réwnanie (1) wzgledem z
w przedziale [—a,a]. Otrzymamy wtedy (zakladamy, e
funkcja u(t, z) jest catkowalna)
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Po dokonaniu prostych przeksztalcen drugiej calki
otrzymujemy
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tzn. zmiana w czasie catki [ u(t,z)dz zaledy jedynie

od réinicy wartodci funkcji u na brzegach przedzialu.

W szczegdinosei jeshi u(t, a) = u(t, —a), to calka [ udz jest
gtala w czasie. :



Zal6imy, %e nasz skok propaguje sig

po kreywej x = @ft) (rysunek ponizej).
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Poniewai w naszym przypadku
u(t,et) =0, au(t,p™) =1, wiee
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Dokonujac analogicznych operacji na réwnaniu réznicowym (4) (catkowanie
sastepujemy teraz sumowaniem) otrzymujemy
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a po wykonaniu drugiego sumowania
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Pokazuje to, Ze réwnanie (4) ma te sama wiasnoéé co réwnanie rézniczkowe (1),

tj. przyrost calki (sumy) wzgledem czasu saleiy jedynie od wartodci na brzegu. Eatwo
mo#na sprawdzié, se wlasnoéci tej nie ma réwnanie (3). Osznacza to, fe réwnanie
réinicowe (4) lepiej przybliza réwnanie réiniczkowe (1).

To, %e réwnanie (4) jest lepsze, nie znaczy jesscze, e jest dobre. Wainym kryterium
jest zachowanie si¢ rozwiazania komputerowego dla nieciaglego warunku poczatkowego.
(De facto kaidy problem rozwiazywany na siatce mozemy traktowal jako problem
rozwiazywany w klasie funkcji schodkowych, wiec nieciaglych.) W tym celu weémy
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Jak latwo sprawdzsié, funkcja

_ 1 z<tfs,
(™ u(t,2) = {0 z>t/2,

jest wiedy roswiasaniem réwnania (1) (patrz margines). Oznacza to, ie skok, ktéry byl
poczatkowo w punkcie z = 0, porusza sie z czasem po prostej ¢ = 2z.

Tymczasem préba rozwiazania réwnania (4) ¢ warunkiem poczatkowym (6) prowadzi
bardzo szybko do pojawienia sie na ekranie komputera komunikatu ,real overflow”
(przekroczony zakres liczb rzeczywistych) lub podobnego (zaleiy od typu komputera
i uzytego jezyka programowania), ktéry éwiadczy, e wyniki obliczefi w kolejnych
krokach musialy byé obarczone coraz wiekszym bledem (prawdziwe rozwiazanie jest
przeciei ograniczone).

Dla liczenia takich nieciaglych rozswiazafi wymyélono znacznie bardziej wyrafinowane
schematy réinicowe. Schemat wymyslony przes Petera D. Laxa prowadszi
do nastepujacego réwnania réinicowego
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Spelnia on dyskretna, wersje toieamoéci (5) i daje ograniczone rozwigzanie przy

nieciaglych warunkach poczatkowych.
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PrzeéledZmy to na przykladzie modelu nieco bardziej skomplikowanego niz
réwnanie (1). Jest to model opisujacy rozchodzenie sig fal w powietrsu. Rysunek 2
pokazuje wyniki otrzymane przy obliczeniach z wykorzystaniem schematu uiytego
w réwnaniu (4) na kilka krékéw przed komunikatem ,real overflow”.
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Rysunek 3 ilustruje wyniki otrzymane po zastosowaniu schematu Laxa. Widaé
wyraénie, e w miejscu skoku funkcji pojawily sie oscylacje, ktérych grédiem sa biedy
numeryczne. Na szczebcie oscylacje te nie rosna w czasie w odréinieniu od przypadku
réwnania (4). Wreszcie rysunek 4 pokazuje rozwiazanie numeryczne, ktére bardzo
dobrae sie zgadsa 3 wynikami dokladnymi. Niestety, do jego osiagnigcia nalezalo niyé
znacgnie bardziej skomplikowanego schematu numerycznego.
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