W calym artykule jest mowa wylacenie
o figurach plaskich (czyli podzbiorach
plaszczyrny euklidesowej).

Figure nazsywamy wypukla, gdy
kaide dwa jej punkty moina polaczyé
odecinkiem zawartym w tej figurze.
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Figury wypukle a kola
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Z figura wypukla i ograniczona, mozna zwiazaé dwie liczby — jej frednice i szerokosé.
Srednica figury nazywamy kres gérny odlegloéci jej punktéw.

Sszerokodcia figury nazywamy kres dolny szerokoédci paséw zawierajacych te figure
(pas to obszar zawarty miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi, a jego szerokoéé to
odlegloéé tych prostych).

Aby usywaé tych pojeé, trzeba wykazaé, ze oba te kresy istnieja. Wynika to jednak
wprost z wlasnoéci liczb rzeczywistych (odleglodé to przecies liczba rzeczywista)
méwiacej, Ze ograniczony zbidr liczb rzeczywistych ma zaréwno kres dolny, jak i gérny.
Figura jest ograniczona, gdy zawiera sie w pewnym kole — niech jego promiefi bedzie a.
Wéwezas odleglodci jej punktédw nie przekraczaja 2a — stad maja kres gérny. Dla
oznaczenia drednicy figury ugywaé bedziemy litery D.

Latwo tez weskazal pas zawierajacy figure, majacy szerokoéé 2a. Moiemy zatem
rozwazaé tylko pasy o szerokodci nie wiekszej niz 2a. I znéw w (ograniczonym — z dolu
przez 0) zbiorze ich szerokodci istnieje kres dolny. Dla oznaczenia szerokodci figury
uzywaé bedziemy litery d.

Na prayklad érednica prostokata jest dlugoéé jego przekatnej, a szerokodcia — diugosé
krétszego boku. Srednica tréjkata jest dlugodé najdiuzszego boku, a szerokodcia —
dlugoéé najkrétszej wysokodci. Srednica odcinka jest jego diugoéé, a szerokosé jest
réwna 0. Srednica i szerokosé kola to jego (wzigta z elementarnej geometrii) érednica
(czyli dwa promienie).

Inne liczby zwiazane z figura domkniets i ogl:aniczona to promienie kola opisanego
i wpisanego w figure. '

Tu potrzebne jest od razu zastrzezenie. Wiemy przeciez dobrze, ze w prostokat rézny
od kwadratu nie mozna wpisaé kola. Podobnie, gdy romb nie jest kwadratem, nie
mozna na nim kola opisaé. Wynika stad, ze uzywaé tu bedziemy (tak robi sie w teorii
figur wypuklych) innych pojeé kola opisanego i wpisanego niz te, ktérych uiywa sig
w gzkole. Zacznijmy od okredlenia interesujacych nas liczb — promieni.

Promieniem kola opisanego na figurze nazywamy kres dolny promieni két
domknietych zawierajacych te figure.

Promieniem kola wpisanego w figure nazywamy kres gérny promieni két otwartych
(bez brzegu) zawartych w tej figurze.

Dowéd istnienia tych liczb dla dowolnej figury wypuklej i ograniczonej jest analogiczny
do dowodu istnienia jej srednicy i szerokodci. Dla oznaczenia tych promieni bedziemy
uzywali, odpowiednio, liter R1i r.

Czytelnik bez trudu znajdzie R i r dla kilku figur. Zauwagmy, %e nawet dla tych
figur, dla ktérych istnieje kolo opisane i wpisane w klasycznym (szkolnym) sensie,
okreélone tu promienie moga by¢ inne od uzyskanych w klasyczny sposéb. Np. dla
tréjkatéw rozwartokatnych R jest mniejsze od promienia kola opisanego na tréjkacie
w klasycznym sensie.

Zwiazek miedzy liczbami D, d, R, r podaje
Twierdzenie. Dla kaidej figury ¢ wypuklej i ogranicxonej, mamy
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i zadne 2 tych oszacowarl nie moze by¢ poprawione.

To, #e oszacowania poprawione by¢ nie moga, wskazuja (kolejno) przykiady
prostokata o érednicy D, tréjkata réwnobocznego o boku dlugoédci D, znéw tréjkata
réwnobocznego o wysokodci d i prostokata o szerokodci d.

Z wczedniejszych rozwasaf wiemy, ze dla kaidej figury wypuklej i ograniczonej istnieje
kelo domkniete (odpowiednio — otwarte) zawierajace te figure (zawarte w tej figurze)
i majace promiefi R (odpowiednio — r). Nazywamy to kolo opisanym (wpisanym).
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Rys. 6

Mozina udowodnié obie nieréwnoéci nie przechodsac ,,po drodze” przez ten fakt —
dowdéd jest wtedy bardziej skomplikowany technicznie.

Brzeg kola opisanego musi spelniaé jeden z warunkéw:

(1) naleia do mago dwa punkty brzegowe figury ¢ leiace na prseciwleglych koricach
drednicy,

(2) naleza do niego trzy punkty brzegowe figury ¢ polozone w wierzcholkach tréjkata
ostrokatnego.

Zaléimy bowiem, e kolo o brzegu O zawiera figure ¢ i nie spelnia powyiszych
warunkéw. Zatem istnieje luk AB okregu O o rozwartodci mniejszej niz m zawierajacy
czgéé wspblna O i ¢ (ta czedé wspblna moie byé pusta, jednopunktowa, ...). Mozemy
wiec przesunaé réwnolegle okrag O w kierunku prostopadlym do cieciwy AB i znaledé
kolo o mniejszym promieniu zawierajace ¢ (rys. 3).

Z warunkéw (1) i (2) wynikaja oszacowania podane w twierdzenin. Poniewas figura ¢
jest zawarta w kole o promieniu R, wiec 2R > D, czyli R > %. Jeteli teraz okrag O
zawiera trzy punkty figury bedace wierscholkami tréjkata ostrokatnego ABC (rys. 4),
to co najmniej jeden z katéw ma miarg nie mniejsza niz 5. Sinus tego kata o jest nie
mniejszy nis -"2@, bok tréjkata leZacy naprzeciw tego kata jest nie wiekszy niz D, wiec
na podstawie twierdzenia sinuséw mamy
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W przypadku nieréwnodci b) postepujemy podobnie. Brzeg kola wpisanego zawiera
dwa punkty brzegowe figury ¢ polozone na korcach érednicy lub trzy punkty brzegowe
figury ¢ stanowiace wierzcholki tréjkata ostrokatnego (rys. 5).

2R =

Rys. &

Kolo wpisane zawiera si¢ w kazdym pasie zawierajacym ¢. Ma zatem miejsce
nieréwnoéé 2r < d, czyli r < %. Jesli zasd brzeg kola wpisanego O' zawiera trzy
punkty brzegowe A, B, C tej figury, stanowiace wieracholki tréjkata ostrokatnego,
to z brzegéw paséw zawierajacych ¢ moina utworszyé tréjkat A'B'C’ (rys. 6) opisany
jednoczednie na figurze ¢ i okregn O'. Oznaczmy dhugodci bokéw tego nowego
tréjkata przes a, b, ¢ (@ — najdluiszy z bokéw), a odpowiednie wysokodci przes hq,
hs, he. Pole powxer:chm tréjkata A'B'C’ wynosi z jednej strony etbie .y, 3 drugiej
laé % - ha. Poniewas a > b, a > ¢, wiec z réwnodci 9—'11"‘— =2 h. wynika, e

(1 +34+ g) -1 < 3r, wiec r > 1 - ho. Poniewas wysokoié tréjkata A'B'C" jest
nie mniejsza nii szerokodé figury ¢, tzn. he > d, wiec r > £.

Z udowodnionego twierdzenia wynikaja dwa waine fakty.

Wniosek 1 (H.W.E. Jung). Kazda figure o érednicy D mozna zawrzeé w kole
o promieniun L.,
(Inny dowéd tego fakiu podany jest w Deleie 3/1985.)

" Wniosek 2 (W. Blaschke, 1914). Kaida figura wypukla o sserokoéci d zawiera kolo

o promieniu .

Z rezultatem Blaschkego wiade sie nie rozwigzane dotychczas zagadnienie:

znale£é figure o najwiekszym polu, ktéra mozna umiedcié¢ wewnatrz kaidej figury
wypuklej o szerokoéci d.

Uzyskane wyniki gwarantuja jedynie istnienie takiej figury, ale nie méwia nic o jej
ksztalcie. Oto propozycja: wewnatrz kaidej figury wypuklej o szerokoéci d mozna
umieéci¢ zakreskowana figure z rysunku T7; jej pole wynosi

3‘/52—;"”43 ~ 0,4251 - d2.
Moie Czytelnik znajdzie kontrprzyklad lub wskage lepsza kontynuacje.
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