f’

NIE PRIYNI0SE NAM
AN JES2C2E WYPRt-
pﬂé] ANKIETY o
Swo A] CHA -

RYS—

TYCE e
EV(ER .

Rys. 1

0 charakterystyce Eulera

Mgr Danuta CIESIELSKA, mgr Stawomir CYNK

Ze wzorem Eulera spotykamy sie juz w szkole éredniej. Méwi on, Ze w wielodcianie
wypuklym suma liczby wierzchotkéw i liczby dcian jest réwna liczbie krawedzi
powigkszonej o dwa. W szkole wykorzystany zostal do dowodu istnienia dokladnie
pieciu wielodcianéw foremnych. Niestety, w podreczniku szkolnym wzér Eulera
udowodniony nie jest.

Zacznijmy od uzupelnienia tej ,drobnej” luki — wykaimy prawdsziwosé wzoru Eulera
dla wieloscianéw wypuklych. Zanim to jednak uczynimy, wprowadzimy kilka definicji
i ognaczefi.

Definicja. Wieloscianem wypuklym nazywamy ograniczona czeéé wspélna skoriczenie
wielu pélprzestrzeni.

Oznaczenia. Przez W oznaczmy liczbe wierzcholkéw wielodcianu wypuklego,

przez K — liczbe krawedzi, przez S — liczbe écian tego wielodcianu.

Wzér Eulera przyjmuje teraz postaé nastepujaca:
Twierdzenie. Jezeli P jest wielodcianem wypuklym, to zachodzi wazér

W-K+5=2.

Dowéd: Wiemy, Ze wieloscian P ma W wierzchotkéw. Umiedémy wielodcian w
przestrzeni tak, by kaidy z wierzcholkéw znalazl sie na innej wysokodci (tzn. jesli
wierzcholek w; = (=i, ¥4, 2i), to 2; # z; dla i # 7). Mosliwoéé takiego ulozenia
wielodcianu wydaje si¢ oczywista. Dowdd tego faktu Czytelnik moze z satysfakcjg dla
siebie przeprowadzié. Zaléimy wigc, Ze wieloscian jest ulozony tak, jak opisali§my to
przed chwila; aby uproécié zapis rozumowania, przyjmijmy, 7e wierscholek w, jest
najnizej, wierzcholek w; nastepny itd., az do najwyiszego wierzcholka, czyli ww
(inaczej méwiac — zachodzi nastepujacy ciag nieréwnodci: z; < 2z <23 < ... < zZw).

Wybierzmy jeden z wierzcholkéw i zbadajmy te spoéréd krawedszi i écian wielodcianu,

ktére wychodza z tego wierzchotka ,w gére”. Oznaczmy przez k; (i =1,...,W)

liczbe krawedzi, a przez s; (i = 1,...,W) liczbe écian, dla ktérych wierzcholek w; jest

najnizszym punktem. Wtedy, oczywidcie, kw = sw = 0, bo od wierzcholka ww nic nie
wznosi sie ku gérze. Zauwaimy réwniez, ze

k1=81, czyli s;—h:D
(z pierwszego wieracholka tyle samo krawedzi i écian ,idsie w gére”).

Podobna wilagnoéé dla pozostalych wierzchotkéw nie jest az tak oczywista. Z kazdego
sposréd wierzcholkéw wo, ..., ww_; przynajmniej jedna krawed# i tym samym

co najmniej dwie dciany ,ida w dét od niego®. Przyjrayjmy sie calemu narozu

o wierzchotku w; (¢ > 2). Obejdémy je zgodnie z ruchem wskazéwek zegara; w podrézy
tej mozemy dokonaé nastepujacych ciekawych obserwacji:

Jedli dwie dciany maja wspélny wierzcholek, to albo maja takie wspélna krawedZ, albo
nie maja, zadnych innyeh punktéw wspélnych.

Sciana ,,1dme w gére” od wierzcholka w; wiedy i tylko wtedy, gdy obie jej krawedzle
schodzace si¢ w tym wierzchoktku ,,ida w gére® od niego.

scia.ny nidace w gére” od wierzcholtka w; tworza ,wachlarz”, tzn. maja, one wspélny
wierzcholek w; oraz daja sie ustawié w ciag taki, Ze kaide dwie kolejne ciany maja
wepdlna kraweds (na rysunku 3 ,wachlarzem” jest zbiér kolorowy).

Teraz juz bez problemu zauwaiymy, ie
ki—ei=1 dla ¢=2,...,W-1
(liczsba krawedsi w ,,wachlarzu” jest o jeden wieksza niz liczba écian).

Dla otrzymania ostatecznego wyniku, czyli wzoru Eulera, wystarczy przeprowadzié
malg buchalterie. Kazda dciana ma najnizszy wierzcholek, zatem S =81 + 82+ ...+ sw
oraz kazda krawedZ ma najnizszy wierzchokek, czyli K = ki + ko + ...+ kw. Odejmujac
te réwnania stronami otrzymuj emy réwnoéé

K-S= Z[k—s,}—ZI— =g,

=2
WobeccsegoW—K—}—S-W—(K—S]— —(W—-2)=2.

Tym samym wykazaliémy wzér Eulera dla wieloscianéw wypuklych. Dowéd ten
rézni sie od dowodu podanego przez Leonharda Eulera. Co ciekawsze, oryginalny
dowéd Eulera nie byl w pelni poprawny! Zainteresowanych historia wzorn Eulera
odsylamy do artykuli Z.T. Pogody ,Historia wzoru Eulera dla wieloscianéw”
(Matematyka 1/1989).
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W=4, K=4, 5=1
W=9,K=12, 5=4 W=9, K=16,5=8
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({W.K,S) {W+1,K+1,5)
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Rys. 7

k+2,5+1)

Do tej pory badaliémy wzdér Eulera jedynie w przypadku wieloscianéw wypuklych.
Niemniej jednak wyrazenie stojace po lewej stronie wzoru ma sens dla kaidej figury
geometrycznej, ktdra jest suma, mnogodciows skoriczonej liczby punktéw, odcinkéw

i wielokatéw wypuklych. Figure, dla ktérej opisane rozbicie istnieje, bedziemy nazywaé
wieloécianem. Jednak nie warto rozpatrywaé wszystkich rozbié¢ wielodcianu na sume:
np. okazuje sie, Ze traktowanie brzegu szescianu jako sumy szedcin kwadratéw nie jest
sensowne. Bedziemy méwié, ze rozbicie figury na punkty, odcinki i wielokaty wypukle
jest dopuszczalne, gdy:

1° Wraz z kazdym wielokatem z rozbicia do zbioru odcinkéw naleia wszystkie
krawedzie tego wielokata, 2 wraz z kaidym odcinkiem do zbioru punktéw naleia jego
kofice.

2° Dowolne dwa réine elementy rozbicia maja wspélny co najwyzej kawalek brzegn
Jednego z elementéw (brzegiem odcinka sa jego koiice), pray czym wtedy ta czedé
wspélna jest tez elementem rozbicia.

Dla dowolnego wielocianu A licabe x(A) =
Eulera.

W — K + S nazwijmy jego charakterystyka

Dla lepszego zilustrowania wprowadzonych okreéleri obliczmy charakterystyke Eulera
najprostszych wielodcianéw:

a) Zbiér jednopunkt‘?wy. Poniewai w tym przypadku W =1, K =0, § =0, wiec x = 1.
b) Odcinek. Tym razem W =2, K =1, § =0, a zatem, podobnie jak poprzednio x = 1.

c) Lamana zwyczajna otwarta. Jedli przez n oznaczymy liczbe odcinkéw, z ktdrych jest
ona zbudowana, to otrzymamy W =n +1, K = n, § = 0, czyli znowu x = 1.

d) Bamana zwyczajna zamknieta. Podobnie jak poprzednio oznaczmy przez n liczbe
odcinkéw, z ktérych jest ona zbudowana. Tym razem jednak otrzymamy W = n,
K =n,8 =0iw konsekwencji x = 0.

e) Wypukly n-kat. Poniewai W = n, K = n, § = 1, wiec raz jeszcze otrzymujemy
A= L,

f) Powierzchnia wielodcianu wypuklego. Ten przykiad mamy juz obliczony. Wystarczy
bowiem rzut oka na wzér Eulera, aby stwierdzi¢, ze w tym przypadku x = 2.

g) Powierzchnia bryly powstalej przez wydrazenie we wnetrzu szedcianu dziury
w ksztalcie drugiego, malutkiego szedcianu (rys. 4). Jak latwo sprawdzié, w tym
przypadku W = 16, K = 24, § = 12, a zatem x = 4.

h) Powierzchnia bryly powstalej przez wywiercenie w szescianie otworu »na wylot”?
(rys. 5). Tym razem W = 16, K = 32, S = 16 i w efekcie x = 0.

W podobny sposéb mozemy obliczyé charakterystyke Eulera coraz bardziej
skomplikowanych wielogcianéw. Natychmiast jednak nasuwa sig¢ watpliwosé. Czy
wartod¢ W — K + S nie zalezy od sposobu rozbicia wielodcianu na sume punktéw,
odcinkéw i wielokatéw wypuklych'? Innymi slowy, czy charakterystyka Eulera jest
wyznaczona jednoznacznie?

Kwadrat, na przykiad, mosemy rozbié tak, jak na rysunku 6. We wazystkich trzech
sytuacjach otrzymamy W — K + § = 1. I nie jest to przypadek. Okazuje si¢ bowiem,
ze jedli tylko podzial wielodcianu jest dopuszczalny, to liczba W — K + S nie zaleiy
od wyboru takiego podzialu. Jedli bowiem wybierzemy dowolne dwa dopuszczalne
podzialy tego samego wielodcianu, to mozemy przejsé od jednego z nich do drugiego
dokonujac krokéw polegajacych na: podziale odcinka na dwa (rys 7), podziale
wielokata wypuklego na dwa lub likwidacji takich podzialéw. Zadna z opisanych
czterech operacji nie zmienia liczby W — K + S, liczba ta wiec pozostaje stala.

Powyzsze rogumowanie nie tylko dowodzi, ze wielkoéé W — K + S nie zalezy od wyboru
podzialu wielodcianu, ale ponadto pokazuje, e jest to najprostsze wyrazenie o tej
wlasnodci. Oznacza to, ze Euler wybral najlepsza mozliwa lews strone ,,swego” wzoru.

Z powyzszych uwag o charakterystyce Eulera mogloby sie wydawad, e sa to jedynie
ciekawostki kombinatoryczne. Tak jednak nie jest. Charakterystyka Eulera jest bardzo
wainym pojeciem matematyki wspélczesnej. O jej znaczeniu moze éwiadczy¢ na
przyklad olbrzymia liczba réinych jej definicji i uogélniei. Niestety, objetodé artykuléw
drukowanych w Deleie uniemoszliwia przedstawienie (choéby w skrécie) najwazniejszych
jej wlasnoéci i zastosoward. Ograniczymy sie tylko do wymienienia dwéch: jest

ona najprostszym niezmiennikiem topologicznym oraz w pehni charakteryzuje
dwuwymiarowe orientowalne rozmaitoéci bez brzegu. Ostatnie zdanie brzmi niezwykle
tajemniczo. Postaramy si¢ wyjaénié je blizej w ktérymé z kolejnych numeréw Delty.
Tym, ktérzy chea dowiedsied sie czegoé wiece] na temat charakterystyki Eulera,
polecamy ksiazeczke H0.A. [llamxnua ,Jiineposa xapaxTepucTnka’.
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