Rachunkowa archeologia

Prowadzenie dlugich i zmudnych rachunkéw

jest w wielu dyscyplinach ludzkiej dzialalnogci
koniecznoscia. Nic wiec dziwnego, ze ,,0d zawsze”
starano sie czynnosci te uprodcié, tak dla skrécenia
potrzebnego na ich wykonanie czasu, jak i dla
zminimalizowania popelnianych przy tym bledéw.

Z jednej strony starano sie budowad przyrzady
wrachujace”, z drugiej — tworzono przepisy, algorytmy
ulatwiajace rachunki.

Najprostsze algorytmy to znane (mam nadzieje) ze
szkoly przepisy pisemnego dodawania i mnozenia. To
wlaénie te przepisy sdecydowaly o upowszechnieniu
sie¢ w Europie juz od XIV wiekn liczsb arabskich, do
ktérych te przepisy sa dostosowane, i praktyczne
wyeliminowanie przez nie liczb rzymskich w ksiegach
kupieckich i pracach naukowych do kodca XV wieku.

Ocrywidcie, uiywanie eyfr arabskich bylo w czasach wojen
krayiowych czymd w rodzajun ulegania wrogie] propagandsie.

Wydatie w 1200 roku statuty Arte dol Combic sakanuja uiywania
eyfr arabskich w dokumentach handlowych - sporzadsone

% ich ndzialem dokumenty nie maja fadnej mocy prawnej.

Praecgludajne ksic rviac hunkows Medicich znajdujemy ¢yfry
opisowymt w 1406 roku. Od roku 1439
zaczynaja one wystepowad w kolumnach rdznych ksiag. Od roku

1482 we wseystkich ksiggach prica jednej (dla wiady fiskalnych)

arabskic w tekdci

sa iud cyfry arabskie. Ostatecznic cvfry rpymakie rnikajy » ksiag
rachunkowych Medicich w 1494 roku.

Nietrudno zauwazy¢, ze przepis na dodawanie
umozliwia dodanie réwnoczesnie wielu liczb (w tak
zwanym shipku), podczas gdy przepis na mnozenie
umozliwia pomnozenie tylko %wéch. Usuniecie tej
niewygody bylo przedmiotem najsilniejszego atakn
rachmistrzéw XVI wieku.

Warto wspomnied o metodzie wykonywana wiclu dodawand
i odejmoward w jednym stupku. FPolegalo to ua dricleniu liczby
dziesigtnej na ceche i mantyse. czyli na to, co dzid nazywnmy
czedcin calkowits (dodatnia Inb njemnn) i Jreszte” (zawsze
niewjemus, moicjsay od 1). Dla lieaby dodatuic] zapis taki jest
rwyklym zapisem dziesictnym. Dla ill zhy wjemnej jest inaczo]
Np.: —2,7802 = 3,2108 W ton sposdh rachunsk

2,7849 — 3, 4752 4+ 11,82 — 1,234
modna bylo wykonad w slupkn
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Zaczeto od tego, ze prébowano, nawet w przypadku
mnozenia dwéch liczb, zastapié je dodawaniem.
Pierwsza 2 doéé rozpowszechnionych metod bylo
uzycie tablic kwadratéw. Mamy mianowicie

a-b=((a+b)?— (a—b)?2)/4.
A oto zastosowanie:
284 - 391 =(675% — 1077) /4 = (455625 — 11449) /4 =
=444 176/4 = 111044 .

Choé komué mogloby sie zdawad, ze metoda ta
komplikuje rzeczy proste, to jednak XVI-wieczni
rachmistrze uwazali ja za szybsza, i pewniejsza.
Oczywidcie, nie w przypadku tak prostych i ,krétkich”
liczb jak w podanym przykladzie, choé i takie rachunki
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»dla porzadku” tak praeprowadzano. Waina rzecza
bylo tu posiadanie duzych tablic kwadratéw, ale

pod koniec XVI wieku kaidy szanujacy si¢ ofrodek
naukowy dysponowal tablicami kwadratéw do 100 000,
co umozliwialo mnozenie liczb pieciocyfrowych.

Spostrzezenie, ze mnozenie wykonuje sie tak samo dla
liczb o réznie umieszczonych przecinkach, a przecinek
nalezy na zakoriczenie wstawi¢ w odpowiednie
miejsce, pozwalalo zaréwno sprowadzi¢ mnozenie
dowolnych liczb do mnozenia liczb calkowitych, jak

i przeciwnie — do mnozenia wlamkow wiadciwych,
czyli liczb mniejszych od jednosci. To ostatnie
nasunelo pomyst wykorzystania do mnozenia tablic
trygonometrycznych. Np.

‘cos & - cos f# = (cos(a + fB) + cos(a — §))/2.
W podanym poprzednio przykladzie bedzie to:
284 - 391 ~ 1000 000 - cos 73°30" - cos 66°59" =
= 1000000 - (cos 140°29' + c0s6°31’) /2 ~
~ 1000000 - (—0, 7714 + 0,9936) /2 =
= 1000000 - (0, 2222}/2 = 111100.
To, ze wynik jest przyblizony, wzielo sie¢ stad, iz dane
sa weiete ze szkolnych tablic czterocyfrowych. A np.
w 1613 r. Pitiscus wydal tablice pietnastocyfrowe.
Przy ich uzyciu wyszloby ,,jak obszy!’, mimo ze
rachunek jest przyblizony niejako 2z zalozenia.

Istnienie takich tablic jest zreszta dowodem na to,

ze faktycznie w takich celach byly uiywane — w zadnej
sytuacji geometrycznej pietnastocyfrowa dokladnosé
nie moze mieé zastosowania.

I wreszcie, na przelomie XVI i XVII wieku wymyslono
to, co zashizylo sie ludzkoéci w ciagu 3,5 wieku

tak bardzo, ze komputery diugo jeszcze beda

musialy pracowad, by sie zasluzyé podobnie. Chodzi
mianowicie o logarytmy, czyli funkcje spelniajace
warunek

flz-y) = f(z) + f(y).
Funkcja taka po prostu zamienia mnozenie
na dodawanie, a wiec umozliwia mnozenie wielu
czynnikéw.

Pocvgtkowe logarytmy byly to dwa ciagl - geomotrycany

i arytmetyczny. Aby pomnody® dwie liczby, nalefinlo sunlefd

je wirdd wyrardw ciagn geometeycznego, dodad wyrazy ciagu
arytmet yeznege o tych wiadnie numerach. odnalef€ sume wirdd
wyTarsdw cingu arytmel yeznego i, jako iloczyn, wiial wyrnz
ingn geometrycznego o takim samym nwnerze

Oezywidoie. by prayblizenia nie byly byt wrube, oba ciagi
musialy byf dodé geste. Chene takie otraymad Bawajcar Joat

Biirgi, picrwsay st ary te metode, potegowal 1+ 0, 0001,

k latwo znuwadyd | sprowadea sie do dodawanin liczb

~preesunictych
Gnt41 = 0g + 10 tn

Kuoleiny rachmintrs, sskocki arystokrata John Neper (Napier),
potegowal 1 — G, 0000001, co zndw sprowadza sic do odejmownnia
liczk prrezunigtyeh:

. -7

buts =ba— 10" "by .
Tak widad, uzywano zardwuo logarytméw rosnacychi {ink
my dsisiaj), jak tes maleincych. Widad wi¢e wyradnie, ze
poczatkows loparytmy nie mialy wicle wspdlnego [ moge jednak

mitaly) & opisann w tekdcie funkeja



Stosujac logarytmy do poprzedniego przykladu Waine natomiast jest spostrzezenie, ze logarytmy, o
(Nlog oznacza funkcje odwrotna do log) mamy: ktérych na poczatku XIX wieku Laplace powiedzial:
284 - 391 =Nlog(log 284 + log 391) ~ Wyna_lazek Iogar:ytmdw S.Fm.ca czas pracy z miesigcy
~Nlog(2, 4533 + 2, 5022) — do dni, doaiowme_ pof:lwa_?a zycte astronomdt?, 82 dla
mlodego pokolenia réwnie egzotyczna skamieling,
=Nlog(5, 0455) ~ 111050 jak dla ich starszych kolegéw podane wczedniej,

(te same tablice, tek jest blad). Czternastocyfrowe poprzedzajace logarytmy, pomysly usprawnienia
tablice takich logarytméw wydal (czeéciowo) Henry rachunkdw.
Briggs w 1624 roku, a uzupelnil je Ezechiel de Decker Posiiewsi dodewsiie odeiikéwigronserryensiie odpowinds
w 1627 roku. prresunigein, wige jedli na dwéch desecnkach sasnacrymy skile
L B A = logaryhinicanag, to preesuwajas je tak. by nod l jednej skali
Podobnie mna hlStDl'lQ jEStr np. spc-ﬂéb korzysta.nia znialazia aig liczha a dragiej skali, nad licsba b pierwszej skali
z tablic logarytméw (ktoé, kto skoriczyl szkole mniej sobacsyuy b ditigle) dsls Unkby & 116,
iz 20 lat t ialb Kosat 3k . Tego prostego wynalazkn dokonal w 1620 roku Edmund CGilinter.
niz at temu, miaiby a'a.pewne . pD Y & odkryciem, Suwak logarytmiczny byl w uzyeiu jeszcze do nicdawin
Ski}d w loga.r}'tma.ch 284 i 391 wzlely 8i¢ na pOCeqkl‘l 20 lat temu wicln infyaierdw wnodylo suwakicm saybeicj
dwéjki)_ niz ich koledry ga pomocs kalknlatora (wynik znali, zanim
| wkonkurencja™ zdazayla naciann® wazysthkie potrnebie klawisre)
oblicza sig korzystajac » podaialu na cochy ;
ytmu jest najwyisna calkowita potega Ciekawe, czy upowszechnienie komputeréw spowoduje,
e aste wodanej lierhie. Np. cecha loparytimu . z e z t 3
li -vhg, 275,438 bedzie 2, dla licoby 6, N W Ze 1 na tabh'czke mn'oze.ma, bedsu?my patrzyli jak
0:0123 he drn 2. W tablicach « vadsxt |I<up my mantyse logarytmu, na wykopa.hsko. A Je§h tak, to k]‘edy?
o na cal " logarytmach rachjensy \\11||Ju11:ir jak to bylo ’
lane wvv*; . . E Opmcowal M.K.
v N ¢
R W\ A )3
Powaane skutk] niepowazne] zmiany ‘
achunki :
koulpu terowe Zdarza si¢ czasem, ze drobna zmiana danych bardzo zmienia wynik.

Na przyklad odejmijmy od wielomianu

w(z) = (z - 1)(z — 2)...(z — 19)(= — 20),
wydawaloby sie, niezauwazalna poprawke 272%21%, Oto pierwiastki
poprawionego wielomianu.

1,000000000 10,095 266 145 + 0, 643 500 904 i

2,000 000 000 11,793 633 881+ 1,652 3297281

N[E ZG’P\ PzAj/b? 3, 000 000 000 13,992 358 137 + 2,518 830070%

4,000000000 16,730 737 466 + 2, 812 624 894 i

2 WA - 4,999999928 19,502 439400 4 1,940 330 347 i
Sig WAM RA - 6,000 006 944
cHupus  Kom PU— 6,999 697 234
_ 8,007 267 603
TERWE 7A 8,917 250 249
P[ ETRUSZKE — 20, 846 908 101

Pojawilo sie¢ 5 par pierwiastkéw zespolonych o duiej czeéci urojonej, a czesé
rzeczywista nowych pierwiastkéw tez znacznie rézni sie od pierwiastkéw
pierwotnego wielomianu.

MAC{E,J'?WA...

Z podobnym problemem spotykamy sie znajdujac wartodci wlasne macierzy
A i A+ eB wymiaru n X n, gdzie:

"1 00 ... 00 O 0 0 0 ... 0 0 1
110 .:000 000 ..000
011..00 0 000 ..000
A= : s : y B= 2 : ;
000 ..110 000 ...00 0
000 ... 01 1) 000 ...00 O

Wartogci wlasne (zespolone) macierzy zaburzonej sa odlegle od n-krotnej

wartosci wlasnej macierzy A, to znaczy od liczby 1, 0 e=. Dla np. n= 10

i & = 10710 wartosci wlasne réznia sie o 11—0
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