
Rachunkowa archeologia
Prowadzenie dlugich i zmudnych rachunków
jest w wielu dyscyplinach ludzkiej dzia1alnosci
koniecznoscia. Nic wiec dziwnego, ze "od zawsze"
starano sie czynnosci te .uproscic, tak dla skróc"lnia
potrzebnego na ich wykonanie czasu, jak i dla
zminimalizowania popelnianych przy tym bledów.
Z jednej strony starano sie budow'!-Cprzyrzady
"rachujace", z drugiej - tworzono przepisy, algorytmy
ulatwiajace rachunki.

Najprostsze algorytmy to znane (mam nadzieje) ze
szkoly przepisy pisemnego dodawania i mnozenia. To
wlasnie te przepisy zdecydowaly o upowszechnieniu
sie w Europie juz od XIV wieku liczb arabskich, do
których te przepisy sa dostosowane, i praktyczne
wyeliminowanie przez nie liczb rzymskich w ksiegach
kupieckich i pracach naukowych do konca XV wieku.
OczywiSCie, Ul.yw<-\ll1e ('yfr ~\.ra.b~kl(·h l'yh) w '-:i'.'lsach wO.lf'n.

krzyzowych c1.ynu( w rodz:'lju ulc~~ania. wrogiej propagandzie
Wydane w 1299 roku :d.atnty Arte dd rttm.l,,:(- zHkazuja. ui.ywa.ni'l
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Nietrudno zauwazyc, ze przepis na dodawanie
umozliwia dodanie równoczesnie wielu liczh (w tak
zwanym slupku), podczas gdy przepis na mnozenie

umozliwia pomnozenie tylko 4wóch. Usuniecie tejniewygody bylo przedmiotem najsilniejszego ataku
rachmistrzów XVI wieku.

Warto W1-3pollJ.nier o luetod:l,ir> wykouywa.nia wic.·lu uod'1.wan
i odejulowan w jcdnyul Sblpku. PfJl("~~J\'lo to Ha <..l;r,if·leniu lic7by
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2,7849
4,5248

11,8200
2. 7660

9,/89&7-

Zaczeto od tego, ze próbowano, nawet w przypadku
mnozenia dwóch liczb, zastapic je dodawaniem.
Pierwsza z dosc rozpowszechnionych metod bylo

uzycie tablic kwadratów. ~amy mianowicie
a·b = ((a+b)2 - (a-b)2)/4 .

A oto zastosowanie:

284.391"=(6752 - 1072)/4= (455625 - 11449)/4 =

=444176/4 = 111044.
Choc komus mogloby sie zdawac, ze metoda ta
komplikuje rzeczy proste, to jednak XVI-wieczni
rachmistrze uwazali ja za szybsza i pewniejsza.
Oczywiscie, nie w przypadku tak prostych i "krótkich"
liczb jak w podanym przykladzie, choc i takie rachunki
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"dla porzadku" tak przeprowadzano. Wazna rzecza
bylo tu posiadanie duzych tablic kwadratów, ale
pod koniec XVI wieku kazdy szanujacy sie osrodek
naukowy dysponowal tablicami kwadratów do 100000,
co u~ozliwialo mnozenie liczb pieciocyfrowych.

Spostrzezenie, ze mnozenie wykonuje sie tak samo dla
liczb o róznie umieszczonych przecinkach, a przecinek
nalezy na zakonczenie wstawic w odpowiednie
miejsce, pozwalalo zarówno gprowadzic mnozenie
dowolnych liczb do mnozenia liczb calkowitych, jak
i przeciwnie - do mnozenia ulamków wlasciwych,
czyli liczb mniejszych od jednosci. To ostatnie
nasunelo pomysl wykorzystania do mnozenia tablic
trygonometrycznych. Np.

'cos a . cosf3 = (cos(a+ (3) + cos(a - (3))/2.

W podanym poprzednio przykladzie bedzie to:
284· 391 ~ 1000000· cos 73030' . cos 66°59' =

= 1000000· (cos 140°29'+ cos 6° 31')/2 ~

~ 1000000· (-0,7714+ 0,9936)/2 =

= 1000000· (0,2222)/2 = 111100.

To, ze wynik jest przyblizony, wzielo sie stad, iz dane
sa wziete ze szkolnych tablic czterocyfrowych. A np.
w 1613 r. Pitiscus wydal tablice pietnastocyfrowe.
Przy ich uzyciu wyszloby "jak obszyl", mimo ze
rachunek jest przyblizony niejako z zalozenia.

Istnienie takich tablic jest zreszta dowodem na to,
ze faktycznie w takich celach byly uzywane - w zadnej
sytuacji geometry~znej pietnastocyfrowa dokladnosc
nie moze miec zastosowania.

I wreszcie, na przelomie XVI i XVII wieku wymyslono
to, co zasluzylo sie ludzkosci w ciagu 3,5 wieku
tak bardzo, ze komputery dlugo jeszcze beda
musialy pracowac, by sie zasluzyc podobnie. Chodzi
mianowicie o logarytmy, czyli funkcje ~pelniajace
warunek

J(x . y) = J(x) + J(y).

Funkcja taka po prostu zamienia mnozenie
na dodawanie, a wiec umozliwia mnozenie wielu
czynników.
P o•..:7.atk()wo logaryt.luy byly to dwa ci(\I~j g-:olu('tryczl1Y
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an+1 = a" + 10-·an
KokJlIY rachmietrz szkocki arystokrata John N ••per INapi"I).
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·l)ia.l~rJ z 0pi:-\anC\·W tek~kif~ fUJ!k<.:ja



Powazne skutki niepowaznej zmiany

Wartosci wlasne (zespolone) macierzy zaburzonej sa odlegle od n-krotnej
wartosci wlasnej macierzyA, to znaczy od liczby 1, oe-!:. Dla np. n = 10

i e = 10-10 wartosci wlasne róznia sie o 1~.

M.K

J. R.
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10,095266 145± o, 643 500904 i
11,793633881± 1,652329728 i
13,992358 137± 2,518830070 i
16,730737466± 2,812624894 i
19,50243'9400± 1,940330347 i

1 1 O
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PO)liewaz dodawanie oucinków g('oul~tryczllH> odpowia.d.:\
przesunieciu, wi(~c jesli ua dwóch dC:;wI.'7.kachzaZIU'te"zyn:,.y ska.le
logarytmiczna. to przesuwajac je 'ak. hy nad 1 jeunej skali
znalazla si~ lic4baa drugiej ..,kali. nadHel,h,,\ b pi~l'wszej skali
zobaczYluy na drugiej skali li('zh(~(t. b.

Tego pl'ostef?;'o wyualazkll u'Jkonalw 1G20 roku Edlnund Giintcl'.
Suwak logarytmiczny by}w uzy~iu jeszcze do niedawna'
20 lat teulU wielu inzyniel"ów tnnol,yl/) sl1waki{'lU :-;zybcicj
niz ich koledzy Z3. POUl<,ca ka-lkulat.ora (wYllik zua.li. 7,~\.lliIl1

..konkulencja." zdazyla l~a,ci~naC:W;-;?ystk~" p()trzehlH' klawi~:u ..)

Wazne natomiast jest spostrzezenie, ze logarytmy, o
których na poczatku XIX wieku Laplace powiedzial:
Wynalazek logarytmów skraca czas pracy z miesiecy
do dni) doslownie podwaja zycie astronomów)sa dla
mlodego pokolenia równie egzotyczna skamielina,
jak dla ich starszych kolegów podane wczesniej,
poprzedzajace logarytmy, pomysly usprawnienia
rachunków.

Ciekawe, czy upowszechnienie komputerów spowoduje,
ze i na tabliczke mnozenia bedziemy patrzyli jak
na wykopalisko. A jesli tak, to kiedy?

O O O

O O O

A=

Z podobnym problemem spotykamy sie znajdujac wartosci wlasne macierzy
A i A + eB wymiaru n X n, gdzie:

1 O O O O 01 [O o. O O O 1

1 1 O O O O O O O O O O, .

O 1 1 ... O O O O O O ... O O O
B=

Zdarza sie czasem, ze drobna zmiana danych bardzo zmienia wynik.
Na przyklad odejmijmy od wielomianu

w(x) = (x - l)(x - 2) ... (x - 19)(x - 20),
wydawaloby sie, niezauwazalna poprawke2-23x19. Oto pierwiastki
poprawionego wielomianu.

1, 000 000 000
2, 000 000 000
3, 000 000 000
4,000000000
4, 999 999 928

- 6, 000006944
6,999697234
8,007267603
8,917 250249

.20,846908101

Pojawilo sie 5 par pi~rwiastków zespolonych o du~ej czesci urojonej, a czesc
rzeczywista nowych pierwiastków tez znacznie rózni sie od pierwiastków
pierwotnego wielomianu.
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Stosujac logarytmy do poprzedniego przykladu
(Nlog oznacza funkcje odwrotna do log) mamy:

284·391 =Nlog(log 284+ log 391) ~

~Nlog(2, 4533+ 2,5922) =

=Nlog(5, 0455) ~ 111050

(te same tablice, tez jest blad). Czternastocyfrowe
tablice takich logarytmów wydal (czesciowo) Henry
Briggs w 1624 roku, a uzupelnil je Ezechiel de Decker
w 1627 roku.

Podobnie inna historia jest np. sposób korzystania
z tablic logarytmów (ktos, kto skonczyl szkole mniej
niz 20 lat temu, mialby zapewne klopoty z odkryciem,
skad w logarytmach 284 i 391 wziely sie na poczatku
dwójki).
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