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i wystarcay wziad kwadrat,

Prof. dr Grzegorz SITARSKI

Jako chlopiec caytalem wiele popularnych ksiazek o Wszechswiecie. Pamigtam moje
zaskoczenie, kisdy w trzech réénych érodiach znalazlem trzy zupehie rézne wartodci
odleglodei slynnej Wielkiej Mglawicy w Andromedzie: 750 fysigey, jeden milion

i péttora miliona lat swietlnych. Nastawilo mnie to nieufnie do naszej znajomosci
danych dotyczacych Wazechdéwiata, ale potem dowiedazialem sie, e odleglodei galaktyk
nie wyznacza sie z dokladnych pomiaréw, lecz ocenia sig je na podstawie réinych
przeslanek, a wartodé takiej oceny zaledy od anajomofci wieln czynnikéw (dzis
odlegloéé mglawicy w Andromedzie oceniamy na ponad dwa miliony lat gwietlnych).

Wiele lat pééniej zetknalem sie praktycanie z prawdziwa dokladnodcia obliczeit
astronomiczaych, kiedy jako mlody astronom bralem udzial w obserwacjach
credciowego zadmienia Slofica widocznego w okolicach Warszawy. Nasza trzyosobowa
ekipa miala wykonad serie zdjeé zaémiewanego Slofica w stacji obserwacyjnej
Politechniki Warszawskiej w Jézefostawiu, 2 moim zadaniem bylo obliczenie dokladnego
momentu poczatku zaémienia. Na podstawie odpowiednich danych zaczerpnigtych

. % rocznika astronomicznego oraz znajomoéci dokladnych wartodei wspélrzednych

geograficznych miejsca obserwacii obliczylem ten moment z dokiadnogcia do sekundy.
Poczatek zaémienia mosna uchwycié obserwujac na ekranie obraz tarczy Slofica \
rzucony przez lunete, w pewnym momencie idealnie réwny brzeg zostaje ,,na.dgryz:ony
przes nasuwajaca sig tarcze niewidocznego Ksiezyca. Tui przed oczekiwanym |
momentem poczatlu zjawiska patrzyliémy z napieciem na obraz farczy Slofica |
wapdlinie z kierowca, ktéry nas praywidzl i dotad dosyé obojetnie praygladal sie naszym
praygotowaniom do obserwacji. Kiedy jednak dostrzegliémy poczatek za¢mienia kilka
sekund od wyznaczonago przeze mnie momentu, kierowca wyradnie zaczal odnosic sig
do nas z szacunkiem i podziwem, %e astronomowie potrafia tak dokladnie przemdywa.(‘.
gjawiska na niebie (powiedzial nam to w drodze powrotnej). !

Obserwacje ruchu planet prowadzone od wiekéw oraz znajomoét praw, wedhig
ktérych poruszaja, sie one wokét Slofica, istotnie pozwalaja preewidywaé z duza
dokladnodcia konfiguracje planet, Slofica i Ksiggyca na niebie nawet na setki lat
naprzéd. Inaczej wyglada sprawa przewidywania powrotéw komet okresowych.
Komety obiegaja Slofice po zdecydowanie eliptycznych orbitach, a obserwowane sa
tylko na huku orbity w poblizn peryhelium. Dlatego te# trzeba zebraé obserwacje

z kilku pojawiefl sie komety, aby wyznaczyé dostatecznie dokiadne wartodci elementéw
orbity i na tej podstawie obliczyé efemeryde, czyli poloZenia komety na niebie podezas
jej nastepnego powrotu. Kiedy prof. Felicjan Kepifiski w 1926 r. pedjal badania

ruchu komety okresowsej Kopffa wracajacej do Slorica co 6,5 roku, obliczal efemerydy
kolejinych powrotéw komety i tuz przed wojna zdazyl jeszcze wyslaé swoje wyniki

do Miedzynaradowego Biura Telegraméw Astronomicznych mieszczacego sie wowczas
w Kopenhadze; dzieki temu kometa byta obserwowana takie w 1939 r. Komet¢ Kopfia
odnaleziono whedy na niebie w odleglodei 3" od miejsca obliczonego, a jak maly jest to
kat, méwi nam obrazowe poréwnanie: pod takim katem widaé rednicg ludzkiego wiosa
z odleglodci siedmin mefrow.

Aby tak dokladnie obliczyé polosenie komety na niebie, trzeba znaé jej pologenie

w przestrzeni, a wige 1 elementy orbity z dokladnoécia siedmin czy nawet osmiu cyir
znaczacych. Rachunki z taks dokiadnoéeia zapewnia nam dzif kazdy kalkulator
kieszonkowy, nie wystarcza ona jednak do wykonania wszystkich obliczer zwiazanych

z dokladnym przewidzeniem powrofu komety po kilku czy kilkunastu latach. Wiazge sig
to z koniecznodcia numerycznego calkowania réwnat rézniczkowych opisujacych ruch
komety w polu grawitacyjnym Slonica i planet.

Réwnania ruchu komety w heliocentrycanym ukladzie wspéirzednych prostokatnych
maja, postad:
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Roswigzanie sadania M 554, Jesli

:ing (xa) jest zhieduy, to jego granica g
spelnia rSwonanie ¢ = ¢(2 — yg);
1
stad ¢ =0 lub g = —.
v
1
Nicch xq = —=(1 — dn). Wtedy
v

LTapl =

1 1 h
—(1 'Iq}(‘l — ¥ —ll—d,.i) =
L] y y

1 1
= —(1 =da)(l +da) = —(1 — d2);
L) v

exyil duyy = d2. Wyidelowy clag jest
ebiciny wtedy i tylko wtedy, gdy (da)
jest zbiciny, ten. dla —1 < d; < 1.

Wynika stad warunek na a: poniewag

1
a= —(1=dy), to dy = 1 — ay, musi wiege
y

byé ~-1<1l—ay<1l, eaylin<a< =
v

2
Jefdia=0luba= —, ta =, —+ 0,

u

NLH p 1
w, posostaiyeh preypadkach zy, — —.
¥

Uwaga. Poniewai duyy = d2,
ciag (za) jest bardeo szybko
zhiciny: liczba dokladnyeh eyir
podwaja sie w kaidym kroku.
Na praykiad dla z; = 0,5 i
¥ = 3 otrzymujemy z3 = 0,25,
z3 = 00,3125, z4 = 0,33203125,
xy =0,333328247...,
ze = 0,333333333. ... Toted atosuje
sig t¢'metodg w technice komputerowsj
do saybkicgo obliczania odwrotnogci

Pokrewna metoda porwala obliczyd VI
v

3, My
T

; 1
bierzemy wtedy za41 = =(zn
2 n

v

i podobnie dla y i 2, gdzie z, y, = sa wspélrzednymi komety, X, Y, Z, wspélrzednymi
planety, r odleglodcia komety od Slojica, p, odleglodcia komety od planety,

a Ry odlegloscia planety od Sloiica; k = 0,01720209895 jest stala Gaussa zwiazana,

ze etaly grawitacji w prayjetym ukladzie jednostek (jednostka dhigodci jest drednia
odleglosé Ziemi od Slotica, cayli tzw. jednostka astronomicsna, jednostka czasu — doba,
a jednostka masy — masa Slofica). Réwnanie (1) nie ma rozwiazania analitycznego,
tzn. nie da sie go przedstawié¢ w postaci wzordw zawierajacych c¢zas jako parametr

i pozwalajacych obliczyé wartoéel z, y, z dla dowolnej chwili. Pozostaje wiec tylko
spostb catkowania numerycznego.

Metody numerycznego catkowania réwnafi réZniczkowych polegaja np. na przyblizeniu
wystepujacej w réwnaniu funkcji czasu wielomianem doéé wysokiego stopnia
powstalym z rozwiniecia funkcji w nieskonczony szereg Taylora wzgledem czasn

i obcigcia go do kilku lub kilkunastu wyrazdéw; szereg ten jest dostatecznie szybko
zbieiny zwykle w niewielkim przedziale czasowym zwanym krokiem calkowania.
Zestaw odpowiednich wzoréw i algorytm postgpowania pozwala na obliczanie wartosci
scalkowanej funkcji krok po kroku, az do wyczerpania zadanego interwalu czasowego.
Taka metoda pozwala calkowad kazdy uklad réwnand rézniczkowych, ma jednak

bardzo powaina wade, mianowicie stale narastanie bledu numerycznego calkowania.
Sa dwa #rédla tego bledu: biad obciecia wynikajacy z uwzglednienia skoriczqnej liczby
wyrazéw szeregu Taylora oras blad zaokraglenia, bo wszystkie wielkosci biorace

udzial w obliczeniach musza mieé skoniczona liczbe cyfr, a ostatnia cyfra jest juz
wynikiem zaokraglenia. Nic wiec dziwnego, Ze aby osiagnaé wymagana, dokladnosé
koficowego wyniku calkowania, musimy braé pod uwage nieuchronne narastanie bledu
numerycznego, a wobec tego trzeba wszystkie obliczenia wykonywaé z podwéjna,
precyzja, czyli nwzgledniajac 15 cyfr znaczacych we wszystkich liczbach wystepujacych
w rachunkach. I nie ma tu nic do rzeczy, e dane poczatkowe moga byé mato dokladne,
musimy bowiem mieé¢ pewnosé, e koficowe wyniki zaleza tylko od dokladnodci danych
poczatkowych, a nie sa zafalszowane bigdem calkowania numerycznego.

Najwigkszy klopot w metodach numerycznego calkowania stanowi dobér odpowiedniej
wartodci kroku. W réznicowych metodach wielokrokowych, jak np. metoda Adamsa
czy Cowella, wartosé ta co najmniej przez kilka lub kilkanasdcie krokéw musi byé

stala. W metodach jednokrokowych, jak metoda Rungego—Kutty, wartoé¢ kroku moize
byé teorelycznie na kaidym kroku inna, ale nie bardzo wiadomo, jaka ma ona byé.

W przypadku catkowania réwnad ruchu komety problem doboru odpowiednijego kroku
calkowania jest bardzo wainy, bo zmiany ruchu komety od peryhelium do aphelium sa
duze, a moga by¢ takie znaczne w przypadku zbliZenia komety do planety. Dlatego tes
w badaniach ruchéw komet koniecznie trzeba stosowaé numeryczne metody calkowania
ze zmiennym krokiem.

Doskonale rezultaty daje tn metoda rekurencyjnych szeregéw potegowych.
Zastosowanie tej metody pokazemy na przykladzie calkowania réwnafi ruchu
keplerowskiego, czyli ruchu komety tylko pod wplywem przyciagania Slonca.
Dokonajmy podstawienia s = —k?r > oraz wykorzystajmy zaleinoéé r2 = z? + y? + 22
Wéwcezas réwnania ruchu mozemy uzupelié dwoma dodatkowymi réwnaniami

i zapisaé je w nastepujacej postaci, oznaczajac réiniczkowanie wagledem czasu kropka,
nad zmienng:

(2)

=3z +yy+zz, r3=—3sF,

g=s8z, Y=38y, Z=s8=2.

Przypuéémy, ge jakad funkcja czasu f dana jest w postaci szeregu potegowego

N
(3) Jt)=fo+ ) falt —to)".

n=1

Jedlidla n =0,1,..., N znamy wartodci liczhowe wspélezynnikéw f,, to mogemy
obliczyé wartodé f(t) dla kaidego ¢ w przedziale (to,fo + k), gdzie wartosé h zaleiy

od N i wymaganej dokiadnoéci liczbowej wartosci f. Wypiszmy szeregi typu (3) dla
wezystkich wielkodci wystepujacych w réwnaniach (2), zrézniczkujmy je wzgledem
czasu, aby otrzymaé szeregi dla pochodnych, podstawmy je do réwnail (2), wymnézmy
szeregi 1 uporzadkujmy wyrazy wzgledem poteg czasu, a nastepnie prayréwnajmy
obustronnie wspélczynniki przy jednakowych potegach czasu. Otrzymamy wéwczas
wzory rekurencyjne na kolejne wspélezynniki w rozwinieciach typu (3).
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Danymi poczatkowymi beda wartodci wspéhrzednych z, y, z oraz ich pochodnych
z, ¥,  (czyli skladowych predkosci komety) dla chwili £, tj. zo, yo, zo oraz Z1, Y1, 21.
Wzory na kolejne wspdlezynniki rozwiniecia wygladaja nastepujaco:

ro= (23 + 5 +25)"/%, s0o=—k*/rj,

r1 = (zoZ1 + Yoy + 2z021) /10, &1 = —3sor1 /10,

Za = Buznfz y Yz = 803’0/2 y Eg = 3020/2,

a dalej kolejne wspélczynniki wyiszych rzedéw dla n =1,2,...,N:

(ﬂ- o l)fofn-|—i (n+ 1)($n+120 + Yn+1%o + Zu+1zu)+

n—1
-+ Z(k + I)(Zk+1Tn—k + Yk+1Yn—k + Zk412Zn—k — Th41Tn—k),
k=0
n=1
(n+1)rosnt1 = —3(n + 1)rasi180 — ka + 1)(37k418n—k + Sk417n—t),
k=0

(n+1)(n+2)Tn4e = Z SkZn—k
k=0

i podobnie dla y i z.

Przebieg calkowania krok po kroku jest nastepujacy. Po obliczeniu wszystkich
wspblezynnikéw zn, yn, 2n okreslamy optymalna wartosé kroku catkowania h.
Defininjac An = |2n| + |yn| + |2n| oraz przyjmujac dokladnoéé obliczesi e, obliczamy
wartosé kroku h = (e/An)"". Dalej dla t) = to + h obliczamy

: N N
Txp = Zo + E z.h" oraz i =2z + E nz,h" !
n=l1

n=3 | -

i podobnie dla y i 2; otraymane wartodci zn, i, zr 0raz @i, ¥i, #a wykorzystujemy
jako dane poczatkowe do nastepnego kroku calkowania. L

Metoda rekurencyjnych szeregéw potegowych jeat metoda jednokrokows, a dzicki
optymalizacji wartodci kroku dla zadanej dokladnoéci obliczeri jest prawie wolna

od narastania bledu obcigcia. Udowednit to leningradzki matematyk B.F. Miaczin,
ktérego poznalem osobiécie w Instytucie Astronomii Teoretycznej, a podziw dla

jego pracy na zawsze zachowalem w pamieci, bowiem Miaczin jest od nrodzenia
niewidomy. Metode te stosujemy w opracowanych w Centrum Badaf Kosmicznych
PAN programach obliczeniowych do badania ruchu komet i planetoid. Oczywiscie,
uwzglednienie przyciagania wsaystkich planet, a, takie innych wplywéw, jak

efekty relatywistyczne czy efekty niegrawitacyjne, niepomiernie komplikuje wzory
obliczeniowe w stosunku do przytoczonych tutaj dla ruchu keplerowskiego. Jest fo

w pewnym sensie wada metody, bo dodanie kaidego nowego czlonu w réwnaniach
ruchu wymaga modyfikacji programu calkowa.n;a Jednak zalety metody gwarantujacej
duia dokladnoéé koricowych wynikéw catkowania 83 oczywiste, a raz napisany

i sprawdzony program mosze stuzyé do calkowania réwnaf ruchu najrozmaitszych
komet i planetoid. Jasne jest, ze przy tak olbrzymiej iloéci dzialah arytmetycznych,
wykonywanych podczas kazdego kroku calkowania, konieczne jest zastosowanie
szybkich komputeréw, a wszystkie obliczenia prowadzi sie w podwdéinej precysji.
Dzigki istnieniu takich programéw przepowiednia powrotu komety okresowej nie jest
juz wielkim problemem, a komety zostaja odnajdywane na niebie sa pomoca czulych
przyrzadéw jako bardzo slabe obiekty w miejscach dokladnie wskazanych obliczeniami.

Uwajny Caytelnik méglby sadsié, e gdy prof. Kepinski obliczat ruch komety Kopfia
w czasach, kiedy o komputerach nikomu si¢ nie énilo, musial dokonaé gigantycznej
pracy prowadzac skomplikowane pietnastocyfrowe obliczenia, aby dokladnie przewidzieé
powrét komety. Otéz tak #le nie bylo, bo stosowano wéwcezas inne metody, polegajace
na obliczaniu perturbacji w ruchu keplerowskim komety, czyli obliczano zmiany jej
elementéw orbity. Wiazalo sie to takie z numerycznym calkowaniem réiniczkowych
réwnan zmian elementéw orbity w czasie, ale w tym przypadkn wysta;rcxal

w gupelnogci rachunek’ nawet pieciocyfrowy. Wzory opisujace zmiany elementéw
orbity sa jednak o wiele bardziej skomplikowane niz réwnania ruchu we wspdirzednych
prostokatnych, dlatego tez warto bylo opracowaé specjalne metody obliczeniowe,
wykorzystujac dla rachunkéw komputerowych formalna, prostote zapisu réwnas ruchu.
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