Klub 44

Termin nadsylania rozwiazani:
30 XI 1989

Croldwka ligi zadaniowej
Kilub 44 M
po uwzglednieniu ocen roswiasa
zadad 183 (WT=3,27), 184 (WT=2,565),
185 (WT=1,79) i 186 (W T=2,65)
%z numerdw 1 i 2/1989

Kazimiers Serbin - Sanock 43,72 pkt
Jerzy Malopoluki - Krakéw 40,86 pkt
Andrze] Krevsstofowicz - Gdafisk 39,01 pkt
Dariusz Bybackl -~ Krafuik 38,49 pkt
Andrze] Szymczak - Gdadsk AT, 73 pkt
Kraysatof Zawlilawski - Warszsawa 37,09 pkt
Henryk Kasprzak - Bary 37,02 pkt

Liga zadaniowa Wydzialu Matemaiyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kajdy moie nadsylad rozwiagzania zadaf £ numern n w terminie do korica miesiaca

n + 2. Sszkice rozwiszan ramiessczamy w numerze n + 4. Moina nadsylad rozwiazania
cuterech, truech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartee), moina to robié

co miesine lub z dowolnymi preerwami. Roswisgania zadad z matematyki i z fizyki naleny
przesylad¢ w oddszielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 = dokladnodcia do 0,1. Oceng mnoiymy
przez wspblczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdrie S oznacza sutng

ocen fa rozwiazania tego zadania, a N — liczbe osdb, ktére nadeslaly rozwiaranie choéby
jednego zadania 2 danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktdéw otrzymuje
nadsylajacy. Po sgromadzeniu 44 punktow, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwdéceh
konkurencji (M lub F), zostaje on cslonkiem Klubu 44, a nadwytka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szezegdlowy regulamin zostal wydrnkowany w numerze 1/1989.

Zadania z matematyki nr 195, 196
Redaguge dr Marcin E. KUCZMA

195. Dwie identyczne talie po n kart stasowano razem. Prazyjmujemy, e wszystkie
uklady (permutacje) sa jednakowo prawdopodobne. Odkrywamy karty po jednej az
do chwili, gdy wsréd odkrytych kart znajda sie dwie identyczne; wéwczas przerywamy
odkrywanie. Obliczyé wartodé oczekiwang liczby kart, kiére zostana odkryte.

Uwaga. Wynik naleiy podaé w moiliwie zwigzlej postaci (bez symboli Y, ,, ...”,
procedur rekurencyjnych; dopuszczalne symbole: silnia, symbol Newtona, najprostsze
dzialania, standardowe funkcje elementarne).

Dowiedé, ge iloraz

| APy |+ | BP2 |+ |CPs |
| PPi| + | PPz |+ | PPs|

196. Dla dowolnego punktu P leiacego wewnatrz tréjkata ostrokatnego ABC
oznaczmy przez Pi, P, Ps rzuty tego punktu odpowiednio na boki AB, BC, C A.

' -_— 4 4 jest wielkodcia stala (gdy P przebiega {wnetrze tréjkata) wiedy i tylko wtedy, gdy
®

trojkat ABC jest réwnoboczny.

Zadanie 196 zaproponowal pan Kraysztof Hryniewiecki z Bialegostoku.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1989

Przypominamy tredé zadaii:

191. Wyznacay¢ liczbe permutacji (x4, .. -
{1,...,30} spelniajacych warunki:

dla 3<i<30,

. ®30) zbioru
Ti—g3 < T Tj—3 < T
191. Permutacje (z,,...,
n. > 4) naswiemy dopuszczalna, jesli spelnia warunki:

(1) Zica<zidlagd<i<n

(Przyjmujemy, Ze dla n = 3 permutacje dopuszczalne s
okresdlone przez sam tylko pierwszy warunek, a dla n <2
wszystkie permutacje sa dopuszczalne.)

Wykazemy, ie jezeli (21,...,2,) jest permutacja,
dopuszczalna, zbioru {1,...,n}, n > 3, to

(2) T <zZpdlak<n-1,

Uzasadnienie wynika z (1):

jedli n — k parzyste, to 2x < ZTh43 < Th4a < ... < Zn;

jedli n — k nieparzyste > 3, to 2 < Zi43 < Ti4s5 < ... < Tn .
Wobec (2), zr #ndla k <n—1, a wiec n € {Zp—1, zn}. Sa
dwie mozliwosci:

1° n = z,; wtedy (21,...,8n—1) moze byé dowolng
dopuszczalna, permutacja zbioru {1,...,n—1}.

2°.n = zp_1; wtedy, zgodnie z (2),

T, =max{ze : k#n—1} =n—1, zaé (z1,...,Zn—2) Moie
byé dowolna dopusszczalng permutacja zbioru {1,...,n—2}.
Oznaczmy przez d, liczbe dopuszczalnych permutacji
zbioru {1,....n}. Z 1° i 2° wynika zaleznoé¢ rekurencyjna
dpn =dn—1 +dn—z. Przy tym dy =1, d3 = 2. Liczby d, .
sa, wige kolejnymi wyrazami ciagu Fibonacciego. Stosujac
otrzymana, zaleznoséé rekurencyjna, bez trudu znajdujemy
dan = 1346 269. .
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192. Dowiecdé, e dla a, b, e > 0 jest

(z+y)%+3(z—y)° 8

a® 3 »? I c? > at+b+e
dla 4 <4 <230, a? +ab+4+ b7 b3t bote? | e? 4 catat T 3 '
Tn ) zbioru {1,...,n} (gdzie 192. Oznaczmy:
. 53
. sis<zdla4<i<n, 1&9) =y ey 4 W20
i zauwazmy, ze
2 2
: z° —2y+y
z) =z —_ =
f[z.yJ-Fff!h ) { +y):2+zy+y2

z+y

=(z +y)
podczas gdy
flz, ) - fly,2) =2 —y.

Rozwazana w zadanin suma réwna sig
S = f(a,b) + f(b,c) + f(c,a).

Przyjmijmy ponadto
S' = f(b,a) + f(e,b) + f(a,c).
7 wyprowadzonych tozsamoéci otrzymujemy
atb . b+e  c+a

S+ 8>
+“‘3+3 3

oraz

(z+y) +(z—w)? —

3

=§{a+b+c)

S-8'=(a-8+(b—c)+(c—a)=0.

A wobec tego
a+b+c
S§> —.
=i 3



e
Rys. 1

Croléwka ligi radaniowej
Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 93, 94
Redaguye dr Andrzej NADOLNY

93. Tray jednakowe cewki o indukcyjnoéci L, nawiniete w t¢ sama strone, polaczono
réwnolegle w taki sposéb (rys. 1), de wspdlczynnik indukeji wzajemnej kazdej pary tych
cewek jest jednakowy i wynosi M. Jaka jest indukeyjnoéé zastepcza Lap ukladu tych
cewek? i i

94. Rakieta III stopnia o masie wlasnej M = 4 Mg i poczatkowej masie paliwa
m = 7 Mg rozpoczyna na wysokodci H = 100 km nad powierzchnia Ziemi samodzielny
lot z predkodcia poczatkows vo = 1 km/s w kierunku pionowym ku gérze. Prayjmujac,

po uwiglednienin ocen rozwinznid
radan Bl (WT=1,65)1i 82 (WT=247)
7 numeru 1/1989

Ze przez caly okres T = 90 s pracy silnika jego sila ciagn F = 100 kN jest stala
i skierowana pionowo w gére, wyznaczy¢ zaleznodé predkodci v rakiety oraz jej

wysokoéci kb od czasu i przedstawié ja w postaci wykreséw. Obliczy¢ maksymalna,

Pawet Perkownki
Roman Mnusiad

- Szexecin 44,34 pkt

- Katowice ad.n0 pre  WYSOK0SE, na jaka waniesie sie rakieta. Podaé przyjete zaloZenia.

Wieslaw Kacprzak - Krakéw 43,04 pit  Fadanie daje sig rozwiazaé analitycznie, ale zachecamy do uzycia metod numerycznych

Piotr Kocaydakl = Warssawa 38,29 pkt

Drierdysiaw Lipniacki - Lublin 37,40 pkt % Wykorzystaniem kalkulatora lub komputera.

Aleksander Snrma - Mysehdw 35,73 pkt
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e w24 oxt Rozwigzania zadai z fizyki z numeru 5/1989
= .

Mariwepeer | rcin 34604 Proypominamy treéé sadafs
89. Prostopadindcicnuy asafke o wysokodel h = 0,5 m { glehokodei o = 0.4 m wicrsamy

Panowie Perkowski i Musial stajn sie na dwdéch stalowych hakach ludno esadionych w poziomych ot worach w betonowej Aclanic

cztonkami Klubu z numerami 13 | 14. &0 pomocy sncropdw o cownnych w irj gdmych narofach. Dla ustalenia punktéw styku
Jplecdw” sralki ae dciang atosujemy cienkie podkladki o wapdleaynniku tarcia (o dciane) fi:
0<f; <0,75. Jaka way 1 waledy dobrad | w ktérym iejscu prayviwicrdzid podkladki, aby
amitnimalizowad nicherpisrczenstwo wycingnigeio hakdw se dviany przes szafke? Prayimujerny,
te frodek cigikodel szalki pokrywa sic = jej frodkicm geometryennym, s wapdlezynunik tarcin
stali o beton wynosi fi = Cry zastosowanie dodatkowych hakdw podpierajacych dolng,
perysdcicnnag kraweds ssafki moglohy poprawid sytuncje?
90. Cry moing tak dobraé wilgotnafé otocgenia (powictraa) i frddnice kvdpel wody, aby kraple
te calkowicie samicalaly si¢ w parg nie pobicrajue ciepla 2 otoczenia? Napigeie powiernchnicowe

89. Na rysunku 2 przedstawiono sily dzialajace na
szafke w praypadku, gdy podkiadka umieszczona jest
przy dolnej krawedzi szafki. P oznacza sile cigikosci,

Fy = Nj + T - sile, jaka dziala na szafke ze strony
podkladki (N, - sila nacisku, T' — sila tarcia), Fa - sile,
ktéra na szafke dziala hak. W stanie réwnowagi
wypadkowa sila musi byé réwna zeru, z czego wynika
Q+T =P, N, =Ny =N. Z warunku znikania momentn
sily dzialajacego na szafke wynika ponadto Nh = Qd/2.
Sila tarcia T spelnia nieréwnodé T < fiN. Na podstawie
powyiszych zaleinodci znajdujemy warunek na kat a:

(+) tga=N/Q=k/(1 - kT/N) < k/(1 — kf1),
gdzie k = d/(2h).

; F,
2 g
\\9_
N, -
]
“
P d{z
|
7 h
¥/
4
1571
N, lp =i
Rys. 2 Rys. 3

Rysunek 3 przedstawia sily dzialajace na hak. Przy
zalozeniu, e hak jest dlugi, mamy w prayblizeniu R = —F
(zaniedbujemy tu sily dzialajace na drugi koniec haka,

w rzeczywistodei sily te utrudniaja jego wyciagniecie). Na
to, geby hak nie wysunatl sie z otworu, musi byé spelniony
awiazek tga = Tr/Ng < fo. Kat a powinien wigc by¢ jak
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wody wynosi o == 7,2 1077

/m?, cisplo parowania wody —~r = 2.3-10° 1/kg

najmniejszy. Z zaleinoéci (+) wynika zatem, se wartodé sily
tarcia T powinna réwniez by¢ jak najmniejsza. Nalezy wiec
dobraé podkladke o minimalnym wspélczynniku tarcia fy.
Dla fi = 0 mamy tga < k = 0,4, czyli zachodzi nieréwnoséé
tgo < fz i hak utrzyma sie w dcianie. Natomiast dla

fi1 = 0,75 bedzie tg @ < 0,57 i moZe nastapié wyciagniecie
haka. Latwo mozna wykazaé, e umieszczenie podkiadki

w innym polozeniu pogorszy sytuacje. Podparcie dolnej
krawedzi szafki, dzieki czemu mogloby nastapié¢ znikniecie
sily @, byloby bardzo niekorzystne.

90. Pozytywna odpowiedZ na postawione pytanie ma
miejsce witedy, gdy energia wymagana dla odparowania
pewnej ilosci wody z kropli bedzie mniejsza lub réwna
zmianie energil napiecia powierzchniowego zwiazanej
ze zmniejszeniem sie jej érednicy. Energia napiecia
powierzchniowego kulistej kropli o promieniu R wynosi
47 R*¢. Zmniejszenie promienia kroplio AR << R

© powoduje zmiane powierzchni o AS = 8BwrRAR, co pociaga

za soba, zmniejszenie energii napigcia powierzchniowego

o AB, = 8rocRAR. Z drugiej strony odpowiednia zmiana
objetosci kropli wynosi AV = 47 R*AR, co odpowiada
odparowaniu masy Am = 4mpR2AR i wymaga energii
AE, = 4nrpR®*AR. Warunek AE, < AE, zachodzi dla

R < Ry =20/(rp) =6-10""" m. Otrzymana wartodé

Ry jest poréwnywalna z rozmiarami czasteczek wody,

z czego wynika negatywna odpowiedZ na postawione

w zadaniu pytanie. Parowanie wody moie jeszcze odbywad
sig kosztem energii wewnetrznej wody zawartej w kropli,
czyli obnizania sig jej temperatury. Energia ta jest jednak
niewystarczajaca dla odparowania calej wody, a ponadto
obnizenie sie temperatury wody wobec otoczenia musialoby
prowadzi¢ do wymiany ciepla z otoczeniem. Wilgotnoéé
powietrza ma o tyle znaczenie, se przy wilgotnosdci
wizglednej 100% efektywnie parowanie wody w ogéle nie
zachodzi.



