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Zauwazmy przede wszYBtkim, ze zlozono;sc zadania jest wlasnoscia zadania.
Dlatego nie nalezy jej mylic ze zlozonoscia (ko;ztem) konkretnej metody. '.
Zilustrujemy to na przykladzie rozwiazywania oznaczonego ukladun równan"
z n niewiadomymi. W l~y~ przypadku za miare zlozonosci metody przyjmujemy
liczbe wykonanych opera.cji arytmetycznych, takich jak dodawanie, odejmowanie,
mnozenie i dzielenie. Znana, teoretyczna metoda uzywajaca wyznaczników
wymaga wykonania co najmniejn! operacji arytmetycznych. Nawet dla
niewielkich n liczba n! jest tak duza, ze koszt metody wyznacznikowej jest
kolosalny. Dla przykladu, jesli dostepny nam komputer wykonuje milion operacji
arytmetycznych na sekunde, to rozwiazanie ukladu zn = 20 niewiadomymi
trwaloby ponad sto tys.iecy lat(!). Dlatego. tez w praktyce obliczeniowej
stosuje sie najczesciej metody wymagajace .okolon3 operacji arytmetycznych.
l';Jajbardziej znana jest algorytm elilu'inacji Gaussa. Metodyozlozonosci .
proporcjonalnej don3 lbyly (i sa nadal!) tak powszechnie stosowane, iz niektórzy
zaczeli wierzyc, ze szybsze metody w ogólenie istnieja. Dopiero stosun~~wo
niedawno, bo w 1969 roku, za sprawa Strassena i pózniej innych matematyków
okazalo sie, ze mozna ]wnstruowac metody wyraznie szybsze, przynajmniej
dla duzychn. Jednak do dzis nie wiadomo, jaka jest dokladnie zlozonosc
rozwiazywania ukladu :równan liniowych. Najlepsze znane dolne ograniczenie
zlozonosci wynosin2•

Wielu z nas nie zdaje sobie sprawy z pJrZydatnosci tej czy innej metody
rozwiazywania jakiegos problemu, dop6ki sami nie jestesmy zmuszeni
do rozwiazania konkretnego zadania. Nie jest zle, gdy znana nam metoda jest
stosunkowo prosta i malo, kosztowna. Gorzej jednak, jesli takiej metody nie
znamy. Wtedy zaczynamy sie czesto z.ast-anawiac, czy nasze zadanie w ogóle
mozna rozwiazac tanim ]wsztem. Negó\tywna odpowiedz na to pytanie oznacza,
ze zlozonosc zadania jest "duza". Wlas'nie zlozonosc (zlozonosc obliczeniowa)
zadan, rozumiana jako minimalny kosz\t potrzebny do znalezienia rozwiazania,
bedzie przedmiotem nas'zych rozwazan.

Zapewne kazdy z nas gl'al kiedys w "dwadziescia pytan". Gra polega na takim
zadawaniu pytan, aby jak najszybciej odgadnaC: pomyslany przez kogos
przedmiot. W naturalny sposób mozna te gre nastepujaco sformalizowac.

o zlozonosci obliczeniowej

Roswi"sanie sadania M liliI.
Zastosujm,y indukcje. Sprawdzenie dla
n = l jeaf' oczywiste. Zal6zmy teraz, .
ze kazdy uklad n punkt6wal , ...• a••
ma centrum. Rozpatrzmy punkty
al , .~....~\4",+1, Niech x bedzie centrum
dla al , : .. , a••. Rozpatrzmy A - zbi6r
punkt6w, do kt6rych mozna doj§c
z ~ w jednym kroku. Sa mozliwe dwa
przypadki:
l. Istnieje strzalka, idaca z ~ doa••+l;
wtedy ~ jest centrum dlaal , ... , a••+l;
2. Kazda strza1ka laczacaa••+l i z E A
idzie od a••+l do z - wtedy a••+l
jest centrum dlaal , ... , a••+l (patrz
rysunek).

Niech f bedzie liczba calkowita, o której na poczatku wiemy tylko, ze nalezy
do zbioru F = {l, 2, ... ,n}. Zakladamy, iz mozemy zadawac pytania w rodzaju:
"czy liczba f nalezy do zbioruA?", gdzie A jes'" pewnym podzbiorem zbioruF.
Zakladamy równiez, ze na kazde pytanie otrzymujemy prawdziwa odpowiedz
("tak"]ub "nie"). Nalezy odgadnac liczbef. Za miare zlozonosci metody
przyjmujemy maksymal'.na liczbe zadanych pytali, potrzebnych do odgadniecia
liczby f. Jaka jest zlozonosc tego zadania?
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Roz",iazanie zadania M 552.
Nie. Latwo obliczyc r z nastepujacej
zaleznosci

r(l + p)n-l + r(l + p)n-' + ...
... +r=k(l+p)n,

skad

Jak widac, przy n -+ 00 wielkosc raty
zluierza do k . p.

Roz",iazanie zadania F 274.
Przy zadanej temperaturze atomy Na
znajduja sie w stanie'51/" Rzut
wektora momentu magnetycznego
atomu na kierunek pola wynosi

1L:r. = m/gJLB ,

gdzie "'1 = ±1/2, g = 2 (czynnik
Landego). I1-B - magneton Bohra.
Sila rozszczepiajaca wiazke atom6w
lecacych wzdluz osiy. wynoszaca

dB
Fx = ±l1-x-.dx

w ciagu czasu t = l/v przyspieszy
atomy o masie M do predkosci

dB l
V% = ±#Lx-- --.

dx vM
powodujac przesuniecie na ekranie
detektora o

dB I(L +1/2)
x== ±JLx dx Mv'2 .

Energia kinetyezlla atom6w wynosi

Mv'f2 = (S/2)kT.

Stad poszukiwana odleglosc wynosi

dB I(L + 1/2)
~ = 2x = 211-"dx 3kT "'l 2cm .

Narzucajaca sie metode znalezieniaf opiszemy w nastepujacy sposób. Zalózmy,
ze po zadaniuk pytan wiemy, zef nalezy do zbioruA C F. Jesli A jest zbiorem
jednoelementowym, toA = {t}. Jesli nie, to zbiórA dzielimy na dwa rozlaczne
podzbiory Al orazA2 o liczebnosci rózniacej sie co najwyzej o jeden i zadajemy
(k + 1)-sze pytanie: "czyf nalezy doAl?'" Postepujemy tak dalej ze zbiorem
.AI' jesli otrzymalismy odpowiedz "tak", lub ze zbioremA2 w przeciwnym
przypadku.

Latwo zauwazyc, ze kladac na poczatkuA = F znajdziemy w ten sposób liczbef
po zadaniu nie wiecej niz p(n) = IIOg2nlpytal! (f al oznacza najmniejsza liczbe
calkowita. nie mniejsza oda), oraz ze dla niektórychf bedziemy musieli zadac
dokladnie p(n) pytan. A wiecp(n) jest zlozonoscia opisanej metody. Czy istnieje
lepsza.? Nie. Aby sie o tym przekonac, wystarczy zauwazyc, ze po zadaniuk

pytan zbiór F dzieli sie na co najwyzej2k rozlacznych podzbiorów elementów
nierozróznialnych ze wzgledu na dotychczas zadawane pytania. Wobec
tego dla k < p(n) jeden z tych podzbiorów, powiedzmyB, jest co najmniej
dwuelementowy. A wiec w przypadku, gdy szukana liczba nalezy doB, nie
wskazemy na nia za pomocak lub mniej pytan. W ten sposób pokazalismy, ze
nasza :metoda jest najtansza, czyli optymalna, a jej zlozonosc jest zlozonoscia.
zadania.

Rozpatl'Zone przez nas zadania mogly byc rozwiazane dokladnie kosztem
skonczonym. W praktyce jednak czesto spotykamy zadania o zlozonosci
nieskoiiczonej lub tak duzej, ze przekracza ona nasze mozliwosci obliczeniowe.
W takim przypadku musimy sie zadowolic jedynie rozwiazaniem przyblizonym.
Na pr:~yklad, przy rozwiazywaniu ukladów równan liniowych2; liczba
niewiadomych rzedu dziesieciu tysiecy eliminacja Gaussa moze okazac sie
zbyt kosztowna. Z pomoca przychodza wtedy tak zwane metody iteracyjne,
szczególnie przydatne w przypadku ukladów rozrzedzonych, czyli takich,
w których tylko czesc wspólczynników w kazdym równaniu jest niezerowa.
Stosujac metody iteracyjne zyskujemy na czasie, ale musimy zadowolic sie
rozwiazaniem przyblizonym.

Dla zadan o duzej lub nieskol!czonej zlozonosci obliczania rozwiazania
dokladnego wygodnie jest wprowadzic pojecie c-zlozonosci. Jest to minimalny
kosu:t potrzebny do znalezienia rozwiazania z dokladnoscia c. Oczywiscie,
wymaga to zdefiniowania w jakis sposób bledu metody.

Dla. ilustracji rozpatrzmy jeszcze raz gre w "dwadziescia pytan", tym razem
jednak ze zbioremF == (0,1). Latwo zauwazyc, ze teraz zlozonosc zadania
jest nieskonczona. A jaka jest c-zlozonosc? Zanim odpowiemy na to pytanie,
wyjasnijmy najpierw, co bedziemy rozumieli przez metode, jej blad oraz koszt.
J20niewaZmozemy pytac tylko o przynaleznosc szukanej liczby do jakiegos
podzbioru, kazda metode mozna rozbic na dwa etapy. W pierwszym zbieramy
pewna informacje of przez zadawanie pytan. Uzyskana informacje o f,-bedaca
ciagiem odpowiedzi "ta.k" lub "nie", oznaczymy krótko przezN(f). W drugim
etapie, na podstawie informacjiN(f) konstruujemy w jakis sposób przyblizenie
U(f) = cl>(N(f)) dla Bzukanej liczbyf. Kazda metodaU jest wiec zlozeniem
operatora informacjiN z operatorem cl>, zwanym algorytmem (nazwa jest
w pelni uzasadniona, gdyzcl> przetwarza uzyskane dane o zadaniu). Blad
metody U zdefiniujemy przez najgorsze jej zachowanie. A wiec:

e(U) = sup If - U(f)I·
fEF

Przez koszt metodyU (cost(U)) rozumiemy maksymalna liczbe zadanych
pytan, a wiec obliczeiuiey = N(f)' Formalnie powinnismy wlaczyc do kosztu
calkowitego koszt obbiczenia przyblizeniacl>(y). Okazuje sie jednak, ze jest on
zaniedbywalnie maly w porównaniu z kosztem zadania jednego pytania. Zgodnie
z definicja c-zlozonos<;zadania, comp(c), mozna zapisac w nastepujacy sposób:

comp(c) = inf cost(U) ,
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FiZYCZnE nOWInHl

PODWÓJNY ROZPAD BETA

,Od ponad 50. lat badanie rozpad6w
beta jader atomowych dostarcza
informacji o strukturze materii
jadrowej. W tym rozpadzie jeden
z neutron6w jadra rozpada sie
na trzy czastki: proton, elektron
i antyneutrino. Jedna z bardzo
istotnych, nieznanych wlasnog'ci neutrin
jest ich masa spoczynkowa. Zwykle
przyjmuje sie, ze neutrino jest czastka
o lnasie zero, alew wiekszosci teorii
tzw. wielkiej unifikacji przewiduje
sie, ze neutrino powinno miec
lllase. Masywne neutrina sa r6wniez
dyskutowane w kontekscie tzw.
czarnej materii we W·szecMwiecie.
Dlatego pomiar masy neutrina m6glby
w istotny spos6b ograniczyc obecne
spekulacje teoretyczne.

Badanie widma elektron6w
w rozpadach beta pozwala w zasadzie
wyznaczyc mase neutrinmv
(maksymalna energia elektron6w
= energia rozpadu -mvc2). Ale
bledy doswii'dczalne i teoretyczne
(wynikajace z niepelnej znajomosci
efekt6w jadrowych) pozwalaja jedynie
podac g6rna granice na mase neutrin
elektronowych m.v :-::;25 eV (grupa
z Zurichu podaje nawetm.v < 18 eV).
Jedynie grupa doswiadczalna z Moskwy
podaje wynik niezerowy dla masy
neutrin elektronowych m.v = 26 ± 6 eV.
Inna interesuj aca zagadka jest to,
czy neutrino jest istotnie r6zne od
swojej antyczastki (tzw. neutrino
Diraca), czy tez sa to raczej dwa
rozne stany spinowe tej samej czastki
(tzw. neutrino Majorany). Juz
prawie 50 lat temu zauwazono, ze
na oba pytania (o nature i mase
neutrin) mozna szukac odpowiedzi
w badaniach tzw. podw6jnego
rozpadu beta. Zjawisko to zachodzi
w6wczas, gdy zwykly rozpad beta
jest zabroniony energetycznie lub
silnie stlumiony, natomiast rozpad
podw6jny jest dozwolony. Model
standardowy oddzialywali z neutrinami
dirakowskimi przewiduje w takim
ro?padzie emisje dwóch antyneutrin,
co spowoduje, zewidlllO energetyczne
dwóch elektron6w w stanie koncowym
bedzie szerokie. Jdli neutrina sa typu
Majorany, to mozliwy jest rozpad
beta, gdzie neutrino wyemitowane
w jednym rozpadzie moze byc
pochloniete w drugim. Wówczas
widmo energetyczne elektron6w bedzie
mialo bardzo silne maksimum przy
energii r6wnej energii rozpadu. Taki
pomiar nie jest latwy, gdyz procesy
takie sa bardzo rzadkie. Czas zycia
jader rozpadaj acych sie poprze?
podw6jny rozpad beta jest rzedu
1020 lat! (Dla por6wnania, czas zycia
Wszechswiata ocenia sie na1010 lat.)

W latach 60. dokonano istotnego
przelomu uzyskujac wyniki posrednio
z pomiar6w geochemicznych,
w ktorych mierzono zawartosc
w starych skalach izotop6w ksenonu
i kryptonu pochodzacych z podw6jnego
rozpadu 130Te i 82Se. W sierpniu
1987 r. podw6jny rozpad beta zostal
zaobserwowany po raz pierwszy
bezposrednio w laboratorium
Uniwersytetu Kalifornijskiego w Irvine.
Zaobserwowano wyraznie ~lady dw6ch
elektron6w wylatujacych z pr6bki
selenu 82. Do tej pory nie zauwazono
przypadków, w kt6rych suma energii
elekhon6w r6wna bylaby energii
rozpadu - tzn. przypadk6w bez
emisji neutrin. Obecny stan wynik6w
doswiadczen i analizy teoretycznej
mozna podsumowac w nastepujacy
spos6b: jesli neutrina sa czastkami
Majorany, to ich masa jest mniejsza
od l eV.

J.K.

przy czym infimum wziete jest po wszystkich metodachU o bledzie e(U) me
przekraczajacym e.

Po tej porcji definicji mozemy juz wykazac, ze e-zlozonosc naszego zadania
wynosi q(e) = rlog2(1/e)1 - 1. W tym celu zauwazmy, ze tak jak w przypadku
dyskretnym, po zadaniu nie wiecej nizk pytan zbiór F zostaje podzielony
na co najwyzej2k rozlacznych podzbiorów nierozróznialnych ze wzgledu
na zadawane pytania. Wobec tego jeden z tych podzbiorów, nazwijmy goB, ma
srednice nie mniejsza od1/2k: Dlatego dla dowolnej liczbyg mamy

sup II - gl ~ 1/2k+1 .
JEB

A wiec kazda metoda korzystajaca z nie wiecej nizk pytan daje blad
co najmniej 1/2k+1. W celu uzyskania bledu nie wiekszego ode: musimy wiec
zadac co najmniejq(e) pytan. Aby zakonczyc dowód, wystarczy teraz wskazac
metode, która osiaga zadana dokladnosc wyniku i korzysta zq(e) pytan. Metode
te zapiszemy w nastepujacy sposób (porównaj z przypadkiem dyskretnym):

poczatek polóz ao = O,bo = 1, e= 1/2;
dla k = 1,2, ...,q(e) wykonuj
poczatek zadaj pytanie:

"czy I jest mniejsza ode?";
jesli uzyskales odpowiedz "tak", to
polóz ak = ak-I, bk = e, w przeciwnym przypadku
polóz ak = e, bk = bk-1;

polóz e= (ak + Qk)/2

koniec;
polóz U(J) = e

koniec.

Przyklad gry w "dwadziescia pytan", chociaz stosunkowo prosty, jest jednak
dosc typowy. Wystepuja w nim wszystkie podstawowe elementy modelu
zlozonosci obliczeniowej, takie jak: informa!:ja, algorytm, blad i koszt metody
czy w koncu e-zlozonosc. Oczywiscie, blad metody mozna zdefiniowac na rózne
sposoby. Dla przykla'du, mozna wprowadzic blad wzgledny,

eu(U) = sup II- U(J)I/ I·
JEF

Jednak dlae < 1 zlozonosc naszego zadania jest wtedy nieskonczona. Podobnie,
przyjety przez nas sposób oceny metody przez najgorsze jej zachowanie nie jest
jedyny. Mozna na przyklad zdefiniowac blad i koszt sredni metody, co prowadzi
do tak zwanego modelu przypadku sredniego.

Na koniec, w kontekscie naszego przykladu, zwrócimy jeszcze uwage na pewien
aspekt zlozonosci dotyczacy sposobu uzyskiwania informacji o szukanym
elemencie. Zauwazmy, ze kolejne pytania dowolnej metody oraz ogólna ich
liczba mogly istotnie zalezec od otrzymywanych "po drodze" odpowiedzi.
Dopuszczalismy wiec tak zwana informacje adaptacyjna. Problem istnienia
metod'optymalnych korzystajacych z informacji nieadaptacyjnych ma
w ogólnosci duze znaczenie praktyczne. Nieadaptacja umozliwia bowiem
równolegle uzyskiwanie kolejnych porcji informacji. Wlasnie obliczenia
równolegle sa ostatnio bardzo szybko J;ozwijajaca sie galezia informatyki.
W grze w "dwadziescia pytan" okazuje sie, ze informacja, z której korzystala
wskazana przez nas metoda optymalna, jest równowazna nieadaptacyjnym
pytaniom o kolejne bity rozwiniecia dwójkowego szukanej liczby. A wiec: "czy
na i-tym miejscu po. przecinku w rozwinieciu dwójkowym liczbyf stoi zero?",
dla i = 1,2, ... ,q(e). Na przyklad, dla1= 3/5 otrzymalibysmy ciag odpowiedzi
"nie", "tak", "tak", "nie", itd. Podobna informacje nieadaptacyjna mozna
wskazac dla dyskretnego zbioruF. Zainteresowanym proponujemy jeszcze
zastanowienie sie nad róznica miedzy adaptacja i nieadaptacja w przypadku, gdy
wolno nam zadawac jedynie pytania typu "czyI jest mniejsza odg", gdzie g jest
dowolna liczba z przedzialu (0,1).
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