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Roswigsanie sadania M E61.
Zastosujmy indukcje. Sprawdzenie dla
n = 1 jest oczywiste. Zaléimy teraz,
ie kaidy uklad n punktéw a; ,.... G
ma centrum. Rozpatramy punkty

1y i @n+1, Niech x bedzie centrum

dla ay,..., an. Rozpatramy A — zbiér
punktéw, do ktérych moina dojdé

2z z w jednym kroku. Sa moiliwe dwa
praypadki:

1. Istnieje strzalka, idaca x z do an4;;
wtedy z jest centrum dla a; ..., Bl
2. Kaida straalka lacraca angy iz € A
idzie od ap4y do z - wtedy an4

jest centrum dla a, ,..., dn+1 (patrz
rysunek).
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O zlozonosci obliczeniowej

Dr Leszek PLASKOTA

Wielu z nas nie zdaje sobie sprawy z przydatnodci tej czy innej metody
rozwiazywania jakiegod problemu, dopdki sami nie jesteémy zmuszeni

do rozwiazania konkretnego zadania. Nie jest Zle, gdy znana nam metoda jest
stosunkowo prosta i malo kosztowna. Gorzej jednak, jeéli takiej metody nie
znamy. Wtedy zaczynamy sie czesto zastanawiaé, czy nasze zadanie w ogdle
mozna rozwiazaé tanim kosztem. Negatywna odpowiedZ na to pytanie oznacza,
ge zlozonodé zadania jest ,duza”. Wlaénie zlozonoéé (zlozonodé obliczeniowa)
zadafi, rozumiana jako minimalny koszt potrzebny do znalezienia rozwiazania,
bedzie przedmiotem naszych rozwazan.

Zauwaimy przede wszystkim, ze zlozonoséé zadania jest wlasnodcia zadania.
Dlatego nie nalezy jej mayli¢ ze zlozonoscia (koe;ztem] konkretnej metody.
Zilustrujemy to na przykladzie rozwiazywania oznaczonego ukladu n réwnan

z n niewiadomymi. W tym przypadku za miare zloZonodci metody przyjmujemy
liczbe wykonanych operacji arytmetycznych, takich jak dodawanie, odejmowanie,
mnozenie i dzielenie. Zmana, teoretyczna metoda uzywajaca wyznacznikéw
wymaga wykonania co najmniej n! operacji arytmetycznych. Nawet dla
niewielkich n liczba n! jest tak duza, ze koszt metody wyznacznikowej jest
kolosalny. Dla przykladu, jeéli dostepny nam komputer wykonuje milion operacji
arytmetycznych na sekunde, to rozwiazanie ukladu z n = 20 niewiadomymi
trwaloby ponad sto tysiecy lat (!). Dlatego tez w praktyce obliczeniowe;j

stosuje si¢ najczesciej metody wymagajace okolo n® operacji arytmetycsnych.
Najbardziej znana jest algorytm eliminacji Gaussa. Metody o zlozonosci
proporcjonalnej do n® byly (i sa nadal!) tak powszechnie stosowane, iz niektérzy
zaczeli wierzyé, ze szybsze metody w ogéle nie istnieja. Dopiero stosunkowo
niedawno, bo w 1969 roku, za sprawa Strassena i p64niej innych matematykow
okazalo si¢, 7e mozna lkonstruowaé metody wyragnie szybsze, przynajmniej

dla dugych n. Jednak do dzi§ nie wiadomo, jaka jest dokladnie zlozonosé
rozwiasywania ukladu réwnai liniowych. Najlepsze znane dolne ograniczenie
zlozonosci wynosi n2.

Zapewne kaidy z nas gral kiedyé w ,,dwadzieécia pytai”. Gra polega na takim
zadawaniu pytan, aby jak najszybciej odgadnaé pomyslany przez kogos
przedmiot. W naturalny sposéb mozna te gre nastepujaco sformalizowac.

Niech f bedazie liczba calkowita, o ktérej na poczatku wiemy tylko, ze nalezy
do sbioru F = {1,2,...,n}. Zakladamy, iz mozemy zadawaé pytania w rodzaju:
ncsy liczba f nalezy do zbioru A?”, gdzie A jest pewnym podzbiorem zbioru F.
Zakladamy réwniez, ze na kazde pytanie otrzymujemy prawdziwa odpowieds
(»tak” lub ,nie”). Naleiy odgadnaé liczbe f. Za miare zlozonoéci metody
przyjmujemy maksymalna liczbe zadanych pytai, potrzebnych do odgadniecia
liczby f. Jaka jest zlozono$é tego zadania?
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Rozwigszanie sadania M 552,

Nie. Latwo oblicsy¢ r & nastepujacej
zaleinofci

il +p) +r(1+p)" 2 5...
o+ r=k(1l +p)",
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Jak widaé, pray n — oo wielkodé raty
zmierza do k - p.
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Rozwiazanie sadania F 274.

Przy zadanej temperaturze atomy Na
znajduja sie w stanie 'JSU@, Rzut
wektora momentu maguet yeznego
atomu na kierunek pola wynosi

Bx = Migie .
gdeie my = +1/2, g = 2 (czyunik
Landego). pp — magneton Bohra.,
Sila rowszczepiajaca wiazke atomdw
lecacych wzdlui osi y. wynoszaca
dB
ds ’

F:=tp,

w ciagu czasu t = /v prayspiessy
atomy o masie M do predkosci

i 4 dB |
i dz v M
powodujac prresuni¢cie na ekranie
detektora o
" dB IIL +1/2)
T=dp— .
dx Mv2

Energia kinetyczna atomdw wynosi
Me?/2 = (3/2)kT.

Stad poszukiwana odleglodé wynosi

4B (L + 1/2)

A=2¢=2
A8 kT

£ 2cm.

Narzucajaca sie metode znalezienia [ opiszemy w nastepujacy sposob. Zalézmy,
ze po zadaniu k pytai wiemy, ze f nalezy do zbioru A C F. Jesli A jest zbiorem
jednoelementowym, to A = {f}. Jeéli nie, to zbiér A dzielimy na dwa rozlaczne
podzbiory A; oraz A; o liczebnoséci rézniacej sie co najwyzej o jeden i zadajemy
(k + 1)-sze pytanie: ,czy f nalezy do A;7”. Postepujemy tak dalej ze zbiorem
A,, jedli otrzymaliSmy odpowiedZ ,tak”, lub ze zbiorem A; w przeciwnym
przypadku.

Latwo zauwazyé, ze kladac na poczatku A = F znajdziemy w ten sposéb liczbe f
po zadaniu nie wiecej niz p(n) = [log, n| pytai ([a] oznacza najmniejsza liczbe
calkowita nie mniejsza od a), oraz ze dla niektérych f bedziemy musieli zadaé
dokladnie p(n) pytai. A wiec p(n) jest zlozonoscia opisanej metody. Czy istnieje
lepsza? Nie. Aby sie o tym przekonad, wystarczy zauwazy¢, ze po zadaniu k
pytaii zbiér F dazieli sie na co najwyzej 2% rozlacznych podzbioréw elementéw
nierozrégnialnych ze wzgledu na dotychczas zadawane pytania. Wobec

tego dla k < p(n) jeden z tych podzbioréw, powiedzmy B, jest co najmniej
dwuelementowy. A wiec w przypadku, gdy szukana liczba nalezy do B, nie
wskazemy na nia za pomoca k lub muiej pytari. W ten sposéb pokazalisémy, ze
nasza metoda jest najtarisza, czyli optymalna, a jej zlozonos¢ jest zlozonoscia
zadania.

Rozpatrzone przez nas zadania mogly by¢ rozwiazane dokladnie kosztem
skoriczonym. W praktyce jednak czesto spotykamy zadania o zlozonosci
nieskoriczonej lub tak duzej, ze przekracza ona nasze mozliwosci obliczeniowe.
W takim przypadku musimy sie zadowoli¢ jedynie rozwiazaniem przyblizonym.
Na przyklad, przy rozwiazywaniu ukladéw réwnan liniowych z liczba
niewiadomych rzedu dziesieciu tysiecy eliminacja Gaussa moze okazacd sie
zbyt kosztowna. Z pomoca przychodza wtedy tak zwane metody iteracyjne,
szczegdlnie przydatne w przypadku ukladéw rozrzedzonych, czyli takich,

w ktérych tylko czeédé wspélczynnikéw w kazdym réwnaniu jest niezerowa.
Stosujac metody iteracyjne zyskujemy na czasie, ale musimy zadowoli¢ sie
rozwiazaniem przyblizonym.

Dla zadan o duzej lub nieskoiiczonej zlozonosci obliczania rozwiazania
dokladnego wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie e-zlozonodci. Jest to minimalny
koszt potrzebny do znalezienia rozwiazania z dokladnodcia . Oczywiscie,
wyrnaga to zdefiniowania w jaki$ sposéb bledu metody.

Dla ilustracji rozpatrzmy jeszcze raz gre w ,,dwadziescia pytan”, tym razem
jednak ze zbiorem F = (0, 1). Latwo zauwaiy¢, ze teraz zlozonoéé¢ zadania

jest nieskoniczona. A jaka jest e-zlozonoéé? Zanim odpowiemy na to pytanie,
v/yjasnijmy najpierw, co bedziemy rozumieli przez metode, jej blad oraz koszt.
Poniewaz mozemy pytad tylko o przynalezno$é szukanej liczby do jakiego$
podzbioru, kazda metode mozna rozbié na dwa etapy. W pierwszym zbieramy
pewng informacje o f przez zadawanie pytan. Uzyskana informacje o f, bedaca
ciagiem odpowiedsi ,tak” lub ,nie”, oznaczymy krétko przez N(f). W drugim
etapie, na podstawie informacji N(f) konstruujemy w jaki$ sposéb prayblizenie
U(f) = ®(N(f)) dla szukanej liczby f. Kaida metoda U jest wiec zlozeniem
operatora informacji N z operatorem ®, zwanym algorytmem (nazwa jest

w pelni uzasadniona, gdyz ® przetwarza uzyskane dane o zadaniu). Blad
metody U zdefiniujerny przez najgorsze jej zachowanie. A wiec:

e(U) = sup |[f —U(f)|.
f€F

Przez koszt metody U (cost(U)) rozumiemy maksymalna liczbe zadanych
pytaii, a wiec obliczenie y = N(f). Formalnie powinniémy wlaczy¢ do kosztu
calkowitego koszt obliczenia przyblizenia ®(y). Okazuje sie jednak, ze jest on
zaniedbywalnie maly w poréwnaniu z kosztem zadania jednego pytania. Zgodnie
z definicja e-zlozono$¢ zadania, comp(g), mozna zapisaé w nastepujacy sposéb:

comp(e) = inf cost(U),



FIZYCZNE NOWINKI

PODWOINY ROZPAD BETA

0Od ponad 50. lat badanie rozpaddw
beta jader atomowych dostarcza
informacji o strukturze materii
jadrowej. W tym rozpadzie jeden

z neutronéw jadra rozpada sie

na trzy czastki: proton, elektron

i antyneutrino. Jedna z bardzo
istotnych, nieznanych wlasnoédci neutrin
jest ich masa spoczynkowa. Zwykle
preyjmuje sig, Ze neutrino jest czastka
o masie zero, ale w wiekszodei teorii
tzw. wielkiej unifikacji przewiduje

sie, e neutrino powinno mieé

mas¢. Masywne neutrina sa réwniez
dyskutowane w kontekdcie tzw.
czarnej materii we Wszechdwiecie,
Dlatego pomiar masy neutrina méglbhy
w istotny sposdb ograniczy¢ obecne
spekulacje teoretyczne.

Badanie widma elektronéw

w rozpadach beta pozwala w zasadzie
wyznaczy¢ mase neutrin m,
(maksymalna energia elektron6w

= energia rozpadu — myc?). Ale
bledy dofwiadczalne i teoretycane
(wynikajace z niepelnej znajomodei
efektéw jadrowych) pozwalaja jedynie
podad gérna granice na mase neutrin
elektronowych m, < 25 eV (grupa

z Zurichu podaje nawet m, < 18 V).
Jedynie grupa dofwiadczalna 2z Moskwy
podaje wynik niezerowy dla masy
neutrin elektronowych m, = 26 4+ 6 V.
Inna interesujaca zagadka jest to,

czy neutrino jest istotnie réine od
swojej antyczastki (tzw. neutrino
Du'aca} czy ted sa to raczej dwa
roine stany spinowe tej same; crastki
(tzw. neutrino Majorany). Jui
prawie 50 lat temu zauwasono, fe

na oba pytania (o nature i mase
neutrin) mo#na szukad odpowiedzi

w badaniach tzw. podwdéjnego
rozpadu beta. Zjawisko to zachodzi
wowczas, gdy zwykly rozpad beta

jest zabroniony energetycznie lub
silnie stlumiony, natomiast rozpad
podwéiny jest dozwolony. Model
standardowy oddzialywall 2z neutrinami
dirakowskimi przewiduje w takim
rozpadzie emisje dwéch antyneutrin,
co spowodnje, e widmo energetyczne
‘dwéch elektrondw w stanic koficowym
bedzie szerokie. Jefli neutrina sa typu
Majorany, to moiliwy jest rozpad
beta, gdzie neutrino wyemitowane

w jednym rozpadzie moze byé
pochlonigte w drugim. Wéwczas
widmo energetyczne elektrondéw bedzie
mialo bardzo silne maksimum pray
energii réwnej energii rozpadu. Taki
pomiar nie jest latwy, gdyi procesy
takie 33 bardzo rzadkie. Cgzas zycia
jader rozpadajacych sie poprzez
podwdjny rozpad beta jest rzedu

10?” lat! (Dla poréwnania, czas sycia

Wszechdwiata ocenia sie na 10'° lat.)

W latach 60. dokonano istotnego
przelomu uzyskujac wyniki podrednio
7 pomiardw geochemicznych,

w ktorych mierzono zawartodé

w starych skalach izotopdéw ksenonu

i kryptonu pochodzacych z podwéjnego
rozpadu '*°Te i *?Se. W sierpniu
1987 r. podwdjny rozpad beta zostal
zaohserwowany po raz pierwszy
bezpodrednio w laboratorium
Uniwersytetu Kalifornijskiego w Irvine.
Zaobserwowano wyrafnie §flady dwéch
elektrondw wylatujacych = prébki
selenu 82, Do tej pory nie zauwaZono
przypadkéw, w ktdrych suma energii
elektrondw réwna bylaby energii
roz.padu - tzn, przypadkéw bez

emisji neutrin. Obecny stan wynikéw
dodwiadezen i analizy teoretycznej
moina podsumowad w nastepujacy
aposdb: jedli neutrina sa czastkami
Majorany, to ich masa jest mniejsza

od 1 eV.
J. K

przy czym infimum wziete jest po wszystkich metodach U o bledzie e(U) nie
przekraczajacym &.

Po tej porcji definicji mozemy juz wykazaé, ze e-slozonosé naszego zadania
wynosi g(e) = [logy(1/e)] — 1. W tym celu zauwazmy, ze tak jak w przypadku
dyskretnym, po zadaniu nie wigcej niz k pytarn zbiér F' zostaje podzielony

na co najwyzej 2* rozlacznych podasbioréw nierozréznialnych ze wzgledu

na zadawane pytania. Wobec tego jeden z tych podzbioréw, nazwijmy go B, ma
$rednice nie mniejsza od 1/2F. Dlatego dla dowolnej licsby g mamy

sup |f — g| > 1/2¢+.
JEB

A wiec kazda metoda korzystajaca z nie wiecej niz k pytai daje blad

co najmniej 1/25+1, W celu uzyskania bledu nie wiekszego od & musimy wiec
zadaé co najmniej g(c) pytai. Aby zakoficzyé dowdd, wystarczy teraz wskazad
metode, ktéra osiaga zadana dokladnoéé wyniku i korzysta z g(£) pytaii. Metode
t¢ zapiszemy w nastepujacy sposéb (poréwnaj z przypadkiem dyskretnym):

poczatek poléi ag =0, by = 1, c = 1/2;
dla k = 1,2, ..., g(¢) wykonuj
poczatek zadaj pytanie:
»czy [ jest mniejsza od 7"
jedli uzyskaled odpowiedz ,,tak”, to
poléz ap = ax—_,, b = ¢, w przeciwnym przypadku
poléz ar — C, bk = bk_]_;
poléz ¢ = (ax + bi)/2
koniec;
poléz U(f) =
koniec.

Przyklad gry w ,dwadziescia pytan”, chociaz stosunkowo prosty, jest jednak
doéé typowy. Wystepuja w nim wszystkie podstawowe elementy modelu
zlozonosci obliczeniowej, takie jak: informacja, algorytm, blad i koszt metody
czy w koricu e-zlozonogé. Oczywiscie, blad metody mozna zdefiniowaé na réine
sposoby. Dla przykladu, mozna wprowadzi¢ blad wzgledny,

eull]) = enp |f=UNI/f-

Jednak dla e < 1 zlozono$é¢ naszego zadania jest wtedy nieskoriczona. Podobnie,
przyjety przez nas sposéb oceny metody przez najgorsze jej zachowanie nie jest
Jedyny. Mozna na przyklad zdefiniowad blad i koszt éredni metody, co prowadzi
do tak zwanego modelu przypadku éredniego.

Na koniec, w kontekscie naszego prazykladu, zwrécimy jeszcze uwage na pewien
aspekt zlozonodci dotyczacy sposobu uzyskiwania informacji o szukanym
elemencie. Zauwazmy, ze kolejne pytania dowolnej metody oraz ogélna ich
liczba mogly istotnie zalezeé¢ od otrzymywanych ,po drodze” odpowiedzi.
Dopuszczaliémy wiec tak zwana informacje adaptacyjna. Problem istnienia
metod optymalnych korzystajacych z informacji nieadaptacyjnych ma

w ogdlnosci duze znaczenie praktyczne. Nieadaptacja umozliwia bowiem
réwnolegle uzyskiwanie kolejnych porcji informacji. Wiagnie obliczenia
réwnolegle sa ostatnio bardzo szybko rozwijajaca sie galezia informatyki.

W grze w ,,dwadziescia pytai” okazuje sie, ze informacja, z ktérej korzystala
wskazana przez nas metoda optymalna, jest réwnowaina nieadaptacyjnym
pytaniom o kolejne bity rozwiniecia dwéjkowego szukanej liczby. A wiec: czy
na ¢-tym miejscu po przecinku w rozwinieciu dwéjkowym liczby f stoi zero?”,
dlaz=1,2,...,q(¢). Na przyklad, dla f = 3/5 otrzymaliby$my ciag odpowiedsi
yhie”, tak”, tak”,  nie”, itd. Podobna informacje nieadaptacyjna mozna
wskazaé dla dyskretnego zbioru F. Zainteresowanym proponujemy jeszcze
zastanowienie sie nad réznica miedzy adaptacja i nieadaptacja w przypadku, gdy
wolno nam zadawad jedynie pytania typu ,czy f jest mniejsza od g”, gdzie g jest
dowolna liczba z przedzialu (0, 1).
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