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Zdumiewajace wlasnosci liczby 7Il

Podaj siedem liczb, a ja znajde wsród nich kilka
kolejnych, których suma jest podzielna przez 7.

Rzeczywiscie, np.

12, 3, 5, 111, 13, 17 , 19 ;

19, 13, 17 , 2, 131, 11 , 5 ;

12, 32 , 81, 16, 4, 64, 1 .

Spróbujmy udowodnic sformulowana powyzej
hipoteze·

Najpierw o·królikach i klatkach, czyli o Zasadzie
Dirichleta. Zasada ta stwierdza: jesli mamy
wiecej królików niz klatek i wszystkie króliki
zamkniemy w klatkach, to w którejs klatce
musza byc co najmniej dwa króliki. Fakt
zupelnie oczywisty, jednak bardzo przydatny
w matematyce.

Chcemy na przyklad wykazac, ze wsródn + 1
liczb naturalnych znajda sie dwie, których róznica
jest podzielna przezn. Królikami beda tu reszty
z dzielenia danychn + 1 liczb przezn, a klatkami
liczby 0,1, ... ,n-L Królików jest wiecej, czyli
dwie liczby daja te sama reszte z dzielenia przezn
- to znaczy, ze ich róznica jest przezn podzielna.
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Te sama zasade zastosujemy do dowodu
tWIerdzenia:

Dla dowolnych liczbal , ... ,an mozna wybrac
kolejne liczby, tzn. liczbyak, ak+l , ... , ak+m, tak,
by suma ak + ... + ak+m dzielila sie przezn.

Zadanie podane na wstepie jest szczególnym
przypadkiem dla'n = 7.

Narzuca sie pomysl, by za króliki wziac wszystkie
mozliwe sumy kolejnych liczb, a za klatki

. reszty z dzielenia przezn. Sum jest duzo
(n zaczynajacych sie odal, n - 1 zaczynajacych
sie od a2, ... , 1 zaczynajaca sie odan, razem
n + (n - 1) + ... + 1 = n(n + 1)/2), reszt mniej,
a wiec dwie sumy daja te sama reszte, zatem ich
roznlca ...

I tu stop. Róznica sum kolejnych liczb. na ogól nie
jest suma kolejnych liczb, np.

al + ... + as - (as ... + a7) = al + a2 - aG - a7 .

Co robic? Spróbujmy brac tylko takie sumy, .
których róznica dalej jest suma kolejnych liczb.
Na przyklad: al, al + a2, al + a2 + as, .... ,
al + ... + ano Teraz juz bedzie dobrze.

Czy rzeczywiscie? Przeciez sum jestn, a reszt
z dzielenia przezn tylez. Zasady Dirichleta nie
da sie zastosowac. Co jednak znaczy, ze któras
z sum al + ... + ak daje z dzielenia przezn
reszte O? A to, ze ta suma jest podzielna przez
n i koniec dowodu. Jesli zas zadna z sum nie

daje reszty O, to mamyn - 1 klatek - reszty
1,2, ... , n - 1 - i n sum: al, al + a2, al + a2 + as,
... , al + ... + an. Któres dwie sumy daja wiec te
sama reszte (Zasada Dirichleta) i ich róznica jest
poszukiwana suma kolejnych liczb.
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