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Twierdzenie Cramera orzeka, miedzy
innymi, ze uklad réwnai liniowych
ma dokladnie jedno rozwiazanie,

gdy wyznacznik utworzony ze
wapdlczynnikéw pray niewiadomych
jest roézny od zera. Jezeli wice znamy
to twierdzenie, tadany wynik wynika
bezpodrednio z faktu, iz w rozwinieciu
wyznacznika |a;;| dokladnie jeden
skladnik (a mianowicie ayy - agq ...

. * @nn) nie jest podzielny przez p.
Wyznacznik bowiem jest réiny od zera
i rozwiazanie z samych zer jest zatem
jedynym rozwiazaniem.

L. .}

Rozwiazanie zadania F 275.
Jak w poprzednim zadaniu sila
rozszczepiajaca wiazke atomdw Li jest
réwna

F =ma = up E

dx '
gdzie @ — przyspieszenie,
skierowane prostopadle do wektora
predkodei, ktérego dlugodé wynosi
v = (2Bkin/m)?. Odchylenie atomdw
na ekranie w ciagu czasu przelotu przez
pole magnetycame t; = L; /v i odcinka
migdey magnesem a ekrancm ta = Lo ;‘v
wWynosi:
42
A= erl +atyty = aty(ty /2 +ta),

a odleglodé¢ miedzy dwiema wiazkami
na ekranie wynosi 24. Geometryczny
rosmiar obrazu kaidej z wiazek wynosi
Ly+Las+Lj2
L/2

Na podstawie warunku D, < A
i La » L otrzymujemy
ppdB/dz

2Eiin

D, =D

D < LLy 0,9 cm.

Jezeli nie znamy twierdzenia Cramera

Dr Czestaw WOWK

Przypuéémy, Ze mamy do rozwiazania nastepujace
Zadanie. Niech dany bedzie uklad réwnan

211Z; + @12%Z2 + ..
G21%) + G222 + ...

wt 81nZa =0

(1) + G2pnZn =0
An1T1 + Bn2%2 + ...+ BpnZn =0

o wapélczynnikach calkowitych. Wykazad, ze jezeli istnieje liczba pierwsza p taka, ze

p dzieli aij, gdy i # 7 (i=1,2,...,n, 7 =1,2,...,n) oraz p nie dzieli ai;

(t=1,2,...,n), to uklad (1) ma dokladnie jedno rozwiazanie w liczbach wymiernych,

tzn. ma tylko rozwiazanie (0,0,...,0).

Znajac twierdzenie Cramera wykazywalibysmy, ze wyznacznik macierzy
wspolczynnikéw tego ukladu jest rézny od zera. A jezeli nie znamy twierdzenia
Cramera? Tym, ktérzy nie znaja twierdzenia Cramera (i tym, ktérzy twierdzenie
Cramera znaja), proponujemy rozwiazanie tego zadania wykorzystujace tylko
elementarne wiasnodci pewnej funkeji okreslonej w zbiorze liczb wymiernych

(o wartosciach rzeczywistych nieujemnych), tzw. normy p-adycznej.

Musimy jednak najpierw zdefiniowaé te funkcje (bedziemy oznaczali ja symbolem v,).

Niech p bedzie dowolng (ustalona) liczba pierwsza. Kaida liczbe wymierna (rézna
od zera)
W=

(2) b )

gdzie a, b (b # 0) sa liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi, mozna zapisaé
w postaci
(3)

gdzie k jest-liczba catkowita, natomiast ¢, d sa liczbami calkowitymi wzglednie
pierwszymi, takimi, ze p f ¢ oraz p fd.

[ ed
wzpk‘&s

Jeieli w przedstawieniu (2) pla, to k > 0, a jezeli p|b, to k < 0, natomiast gdy p fa
oraz p ,{’b to k=0. Jezeh np. p = 7, wtedy liczbe wy = 2! moina zapisaé w postaci
wy = 7'3, liczbe w2 = 1 w postaci wa = 7°13, a liczbe w;; = & w postaci

wy = 7_' %. Jezeli liczba w jest rézna od zera liczba wymierna za.pisa.na. w postaci (3),
to prsyjmujemy, ie v,(w) = p~*. Dodatkowo przyjmujemy, ie v,(0) = 0

(np. vy (“ =1, 07 ( 13) =1, vy ( 14) =7). Nietrudno jest udowodmc e zdefiniowana
funkcja v, ma nastepujace wlasnosdci:

(4) vp(a) < 1 dla dowolnej liczby catkowitej a,

(5) vp(wiwz2) = vp(w1)vy(w:) dla dowolnych liczb wymiernych wy, wa,

(8) vp(wy + w2) < max{vy(w1),v,(w=)} dla dowolnych liczb wymiernych w;, wa,
(7) vp(w) = 0 wtedy i tylko wiedy, gdy w = 0.

Z nieréwnodci (6) wynika, ie

(8) vp(wy + w2 + ...+ wa) < max{v,(w),vp(w2),...,v,(wn)} dla dowolnych liczb
wymiernych w;, wz, ..., Wa.

Rozwiazanie zadania. Niech (by,bs,...,bn) bedzie rozwiazaniem (w liczbach
wymiernych) ukladu (1). Wéweczas zachodza réwnodci:

a1iby + ayzbs + ...+ a1pbn =0

az1by + azgbs + ...+ a2:bn =0

. a‘nlbn + @nz2b2 + ...+ @Gpnbn =0

Niech ¢; bedzie ilorazem, natomiast r; reszta z dzielenia a;; przez p, wtedy
aii = gqip+r1i (1=1,2,...,n). Dodajac do pierwszej z powyzszych réwnosci (p — r1)bs,
do drugiej (p — r2)bs itd., do n—tej (p — rn)bn otrzymujemy
(p—r1)by = (a1 +p—r1)by +arzba+ ...+ ainbn
(p—r2)ba = az21by + (@22 +p— r2)ba + ...+ a2nbn

(9)

(P'_' rn)bn = @n1b1 + @naba+ ...+ (ann == ru)bu .
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Oto szkic rozumowania bezpodredniego, Wszystkie wspélczynniki pray bi (¢ = 1,2,...,n) po prawych stronach réwnosci (9)

podobnego do przedstawionego w . . . s . . s 5 o
Seryionle: Tobsl, e et w Saesal szela si¢ przez p. Istnieja wiec takie liczby calkowite ¢i; (1=1,2,...,n,
§=1,2,...,n), e

ma rozwiazanie wymierne, to ma tes
rozwiagzanie zlofone & samych liczb
calkowitych (wystarczy pomnoiy¢
rozwiazanie wymierne przez wspdéiny
mianownik wystepujacych w nim (10)
liczb). Podstawiajac to rozwiazanie
do réwnan ukladu stwierdzamy,

Ze aiizi, dla wszystkich i, dzieli

(p— fl)bl = p(e11bs + ci2bz + ... + €1abn)
(p — r2)ba = p(earby +cazba + ... + canbn)

(P i ?n)bn == P{fnlbl -+ Crﬂb‘z [ pe e Cnnbn) .

slecrenen s Takearprsesis Gl Bez. zmniejszania (ig?lnoéci mozna przyjaé, ze max{v,(b1),vp(b2), ..., vp(bn)} = vp(b1).
wie wasyatkic #i. 3 jednorodnotl Z pierwszej réwnosci ukiadu (10) mamy

ukladu wynika wiec. ie po podzieleniu [11) Up(}J = fl)“p(bi} — vp(p]“u,,(cl b1 +egba+ ...+ Clnbn) L
1

rozwiazania przez p otrzymamy znowu

calkowite roswissanic ukladi, Na Korzystajac kolejno z wiasnosci (8), (5), (4) funkcji v, i uwzgledniajac to, ze v,(p) = e
mocy poprzedniego rozumowania oraz v,(p —ri) =1 (bo p nie dzieli p— r,), z réwnoéci (11) otrzymujemy

znéw wszystkie wystéepujace w nim 1 =

liczby dziela si¢ przez p, wiec moiemy vp(bl) < - max{v,, (c“bl). vp(c 1259}, T u,(cl,.b,.}} =
je podsiclié przez p itd. dowolng P

liczbe razy. Zwaiywszy, ze uklad
{0,...,0) jest jedynym ukladem liczb
calkowitych, ktéry mozna dsielié
przer dana licsbe dowolnie wiele razy,
otrzymujemny zadany wynik.

:_J ma.x{v,‘[c“]vp(bl )s vp(c12)vp(b2),. .., ‘”p[clﬂ)”p(bﬂ)} <

IA

2 max{uy(62), p(02) -, 29 0n)} < Tp(b).

Z otrzymanej nieréwnodci mamy v,(b,) = 0.
Poniewaz vp(b;) = ma.x{vp(bl},u,,[bg),. v ,vp(bn)},
wiec vp(b1) = vy(b2) = ... = v,(b.) = 0.

Stad wobec (7) wynika, ze by = ba =...=b, = 0.

Patrz w niebo

punktow (galaktyk) jest sztucznie wygladzony, jezeli zas
wieksza, to sa dwie mozliwosei: albo realne sa gromady

e ) galaktyk, albo rozrzedzenia miedzy nimi.
Nie od dzié wiemy, ze galaktyki grupuja sie w gromadach

galaktyk. Ale co to wladciwie znaczy? Czy zgrupowania
galakiyk to tylko nasze wragenie czy fakt obiektywny?

Zdawaloby sie, Ze oczywista jest mozliwosé pierwsza

- gromady galaktyk przeciez po prostu widaé. Wiele

z nich liczy tysiace czlonkéw, ma elegancka sferyczna,
symetrie i jakby dla zaznaczenia swojej obecnoédci jedna lub
kilka szczegélnie wielkich galaktyk w centrum. Gromady
galaktyk sa niewatpliwie najwiekszymi ,cegielkami® materii
obdarzonymi wyrazna indywidualnoscia.

WyobraZmy sobie, ze na pokratkowany arkusz papiern
(niech tam bedzie k kratek) rzucamy losowo N
punktéw. Prawdopodobienistwo, Ze jeden punkt trafi

do okreélonej kratki, wynosi 1/k, a e nie trafi 1 —1/k.
Prawdopodobieiistwo, Ze w tej kratce znajdzie sie n
punktéw, bedzie proporcjonalne do (i)" (1 - %)N—",
bo jednoczednie N — n punktéw musi znaleié sie poza ta
kratka. Ale stan taki moge zostaé zrealizowany na tyle
sposobéw, na ile moina wybraé n elementéw sposéréd

N, czyli (’:) Ostatecznie wigc prawdopodobiefistwo, ze
w kratce znajdzie sie dokladnie n punktéw, wynosi

(MG -2
Bn= ( n/ \k =3 ;
Jest to tzw. rozklad Bernoulliego. Przewiduje on, e
rozrzut (dyspersja) liczebnosgci punktéw w kratkach
powinien wynosié
1 1

Op = N -’; (1 o] E) .

Tymeczasem w rzeczywistodci tak by¢ nie musi. Jezeli

Ale okazuje sie, ze wszystko zalezy od skali, w jakiej
obserwuje sie rozklad galakiyk. Obecnosdé supergromad
(tzn. gromad gromad) galakiyk juz nie jest tak
powszechna, a w jeszcze wiekszej skali z zaskoczeniem
zaobserwowano wyraZne rozrzedzenia. Zauwazono, ze
gromady galaktyk gdzieniegdzie tworza jakby ogromne
widkna rozmieszczone w niemal pustej poza tym
przestrzeni. Oczywidcie, trzeba pamietaé, ze to, co
widzimy na niebie, jest rzutem rozkiadu przestrzennego,
a zatem w rzeczywistodci §wiecaca materia (gromad
galaktyk) rozmieszczona bylaby w gigantycznych platach
otaczajacych bable pustej przestrzeni (voidy). Calosé
przypominalaby kosmicznych rozmiaréw piane.

Sprawa wielkoskalowego rozmieszczenia materii
we Waszechéwiecie jest daleka od ostatecznego rozwiazania,

dyspersja obserwowana

1 N\?
oJ = EE(n.—-k—)

jest mniejsza od teoretycznej, to oznacza, ze rozklad
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a przyczyna czedciowo tkwi w tym, Ze niekiedy jest bardzo
trudno odpowiedzieé na pozornie banalne pytanie: co
wladciwie widzimy — zgeszczenia czy dziury?

dr Tomasz KWAST



