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Proje~cJa ATRAKTORA ROSSLERA

ParaMetry at'3~to13
p a .- :t me t,- e =0 • 2
parametr ('3:::13.2pa,-ametr mi=2.5
wsP6t'Z'dne poczat~owe
Wsp6t'Z~dn:t q~=0W;p6t.z~dn3 q2=3.2
W~p6t.z~dn~_q3=0

Zajmiemy sie ukladem równan rózniczkowych
przedstawiajacym tzw. atraktor Rosslera (o fizyce
nieliniowej i atraktorach byla juz mowa w poprzednich
numerach Delty: 9 i 11/1988 oraz 2 i 4/1989). Jest to
uklad trzech sprzezonych ze soba, nieliniowych równan
f@zniczkowych pierwszego rzedu:

{5kL

dl = -X2 - X3,

~ +dl = Xl eX2,

~ = f + XIX3 - JLX3 ,

gdzie e, f, JL sa parametrami danymi z 'zewnatrz. Ponadto,
jak w kazdym tego typu problemie, uklad równali
rózniczkowych uzupelniamy o warunki poczatkowe postaci:
XI(t';' O) = qp X2(t = O) = q2' X3(t = O) = q3' gdzie qu q2
i q3 sa ustalonymi przez nas wartosciami. Prosze zwrócic
uwage, jak malo interesujacy bylby nasz uklad równan (*),
gdybysmy usuneli w trzecim równaniu. wyraz mieszany
postaci XIX3. Bylby to wtedy dobrze znany liniowy uklad
równan rózniczkowych zwyczajnych. Dodanie wyrazu
XIX3 powoduje, ze uklad równan (*) nie da sie juz scisle
rozwiazac - pozostaje nam wiec tylko droga numeryczna.
Na, tej wlasnie drodze odkryjemy zaskakujace bogactwo
postaci rozwiazan ukladu równan (*). Posluzymy sie w
tym celu zalaczonym programem komputerowym. Jest
to program przystosowany do pracy na popularnym
komputerze ZX Spectrum 48K i zgodnych z nim, jak
Timex czy tez Elwro 800 Junior. Umozliwi on równiez
wykonanie rysunków przedstawiajacych dwuwymiarowe
projekcje rozwiazan ukladu równan (*).

Czynnik skalujacy osie

C3t~owit:;, liczb:;, );.ro~cllA'
n~=2S00

A zatem rozpoczynamy nasza historyjke obrazkowa.

W tym artykule zajmiemy sie bifurkacjami od strony
numerycznej, a przyblizymy to pojecie poslugujac sie
historyjka obrazkowa. Bedziemy badac rozwiazania
pewnego ukl;l.du nieliniowych równan rózniczkowych,
Okaze sie, ze rozwiazani;l. te - pokazemy je w naszej
historyjce obrazkowej - beda jakosciowo silnie zalezec
od wartosci parametrów wystepujacych w równaniach.
Pojaw'iajace sie niestabilnosci rozwiazania nazywac
bedziemy bifurkacjami.

a1=" a1
q1=" q:1.
a2=" a2
a2=" a2
q:3=" q3
a3=" a3

"5 ="; s
~{:. =~ i:9; •. (Da l ej' .. ;

"doWOlny klawisz)"
PAUSE 0
CLSLET sx:1.~132: REM P~zesuwa

PocZatek osi POZiomej
LET sX2=90: REM Przesu~a

POCZatek osi pionowej
LET sx=:1.4/s: ~~~l5jA~~i~$ie
REM Wykres
PRJ:NT "x21'" [*,.; s; "] •.PR:INT , PR:INT , PR:INT " 4",
PR:INT
PR:INT PR:INT PR:INT
PR:INT , PR:INT
PR:INT " 0", PR:INT PR:INT
PR:INT PRl:NT
PR:INT PR:INT, PR:INT "-4"
PR:INT , 'PR:INT TAB 30;" >"
PR:INT TAB 6; "-4";TAB 15;" 0";
PR:INT TAB 22;" 4";TAB 29;o·x:1."
PR:INT TAB 25;" [*"; s; "J "
~tg~ ~g7~: 8~~tl~~t~~

REM *******************
REM * PROJEKCJA 3/2-0 *
REM *******************
REM Ryszard Ku~ner~ luty~ee
LET a$="PrOJekcja ..
LET b$="ATRAKTORA "
LET. c$="ROSSLERA"
LET d$="parametry "LET e$=o'a \ ra kto ra"
LET ($= "WSPÓ t rz~dne ..
LET 9.="Pocz4l1.koweo,LET h s="cat. kow i t.a l i cz ba "LET i $=o'kroków czasu"
t:~=J: ·~:~::g~'t~~ik ska luja.~y ••
PR:INT a$;b$;C$
PR:INT.
PRl:NT d$;e$
PR:INT
LET dt=0.01, REM Elemen-

t.arny krok czasowyREM
REM OEF:IN:ICJA ATRAKTORA
REM Paramet.ry at.rakt.ora - e'

, f .. In i
J:NPUT ··paramet.r e=";e
PR::INT "parametr e=";e:INPUT "parametr (="; f
PR:INT "pa rame t r f ="; f
:INPUT "paramet. rni=";mi
PRXNT "paramet.r mi=";mi
CEF FN Aex,y,Z)=-y-z
DEF FN B~x ..y,Z)=x+e*y
DEF FN C(X,Y,z)=f+x*z-mi*z
REM
REM a1,q2,a3 - Wspótrz~dne

akt.ualne

REM X1~x2;x~ - WS~2~~r:~~ie
REM Y1,Y2,Y3 - WSPótrz~dne

. 'posrednie
PR:INT
PR:INT (S;9$
PR:INT
:INPUT
PR:INT
:INPUT
PR:INT
:INPUT
PR:INT
PR:INT
PR:INTh$;i$
PR:INT
:I:NPUT "nk=oo;nk
PRINT unk=";nkPR:INT
PR:INT j$;k$
PR:INT
:INPUT
PR:INT
PR:INT

Ze slownika wyrazów obcych PWN dowiadujemy sie,
ze slowobifurkacja pochodzi od lacinskiegobifurcu8
(=rozdwojony, rosochaty) i oznacza rozdwojenie sie czegos,
rozdzielenie, rozgalezienie lub rozszczepienie. W geologii
mówi sie np. o bifurkacjach rzeki lub pasm górskich.
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P.- o .j e'" o: ja FlT.RAKTORt=l R':-SSLERA
ParametrY a~.a~~ora

J;·a.-aw.e:tr e=0.2
pa,-a'ne'_'- f=.0.2
p.:, .-a m e t. m i =3.5
W~p6trz~dne poo:za~~owe

W5P6lrZ~dna a1-0
WSP6l'2~dna a2~3.2
Wsp6trz~dna a3=0

C.al ~O"'_'i ta li c:Z:ba k,-Ok6t •.• czasu
n~=2500
Czynnik 5kalujao:y osie
:: =-,2.5

Na rysunku a przedstawiona jest prosta trajektoria
cykliczna na plaszczyznie(Xl, X2, O). Aby przesledzic
jej powstanie, wystarczy uruchomic zalaczony program
komputerowy wprowadzajac podane ponad rysunkiem
wartosci parametrów, warunki poczatkowe oraz calkowita
liczbe elementarnych kroków czasowych. Tak powstala
trajektoria jest rozwiazaniem numerycznym ukladu
równan (*) i stanowi punkt wyjscia cyklu obrazków
zamieszczonych na rysunkach a-d.
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Jja rysunku b przedstawiona jest juz inna trajektoria
cykliczna, jak widac, o strukturze bardziej skomplikowanej
- podwójnie zapetlonej. Prosze zauwazyc, ze komplikacja
zostala spowodowana zmiana tylko jednego parametrujJ-

(w programie: mi). W dalszym ciagu, dla uproszczenia,
bedziemy zwiekszac wlasnie ten jeden parametr.

Mozesz, Czytelniku, sam sprawdzic, ze istnieje taka
"krytyczna" wartosc parametrujJ- = jJ-k F::! 4, 2, ze dla jJ- > jJ-k

rozwiazanie zmienia swój charakter tworzac pasma, jak
pokazuje rysunek c. W trakcie powstawania tego obrazka

mozna zaobserwowac, jak bardzo poplatana, by nie rzec
chaotyczna, jest trajektoria'wewnatrz kazdego z pasm.

Na koniec przyjrzyjmy sie jeszcze rysunkowi d, który
powstal w wyniku zmiany wszystkich trzech parametrów.
Jest to tzw. dziwny atraktor Rosslera, a scislej rzecz
biorac jego dwuwymiarowa projekcja {czesto mówiac
o atraktorze Rosslera ma sie na mysli wlasnie ten twór,
a nie uklad równan rózniczkowych (*)). Jak widac,
struktura rozwiazania przedstawionego na rysunku d
charakteryzujaca sie pofaldowaniem i splataniem
trajektorii, jest krancowo rózna od naszego wyjsciowego,
prymitywnego rozwiazania z rysunku a. Przedstawione
rysunki ilustruja wlasnie efekt bifurkacji, tzn.jakosciowa
zmiane rozwiazania wraz ze zmiana wartosci parametrów
charakteryzujacych dany uklad. Bifurkujace rozwiazania
równan rózniczkowych (zwyczajnych lub czastkowych)
to nie tylko ciekawostka matematyczna. Pojawiaja. sie
one takze w róznych modelach fizycznych, na przyklad
w hydrodynamice i aerodynamice zagadnien turbulentnych.
Trzeba podkreslic, ze droga do opisu ruchów turbulentnych
poprzez bifurkacje i dziwne atraktory znajduje dzisiaj
swoich zwolenników zarówno wsród matematyków, jak
i fizyków. Sa to wszystko problemy "gorace", wlasnie
badane nie tylko metodami czysto teoretycznymi, ale takze
na drodze eksperymentów komputerowych, podobnych
równiez do ,zamieszczonych w tym artykule. Zachecam
do wzieci~ w nich udzialu. '

Wybrany przez, nas przyklad atraktora Rosslera
dotyczy tzw. zagadnien dyssypatywnych (o których
mówilismy nieco przy 'omawianiu dziwnych atraktorów
w Delcie 4/1988). Okazuje sie, ze efekt bifurkacji
wystepuje takze w tzw. ukl;tdach konserwatywnych. Ale
to juz calkiem inna historia. A moze, w formie cwiczenia
spróbujesz, Czytelniku, sam napi~ac program kreslacy
np. trajektorie w przestrzeni fazowej punktu materialnego
podlegajacego np. dzialaniu sily zaleznej liniowo oraz
kubicznie od jego wychyleniaz polozenia równowagi. Jako
pomocna pozycje literaturowa moge tutaj polecic prace
przegladowa R.H.G. Hellemana pt.: "Self - generated
chaotic behavior in nonlinear mechanics" za'mieszczona
w Fundamental Problem§ in Statistical Mechanics,tom V,
red. E.G.D. Cohen, North,-Holland, 1980.
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nk=1.25000
Czynn·ik skalujaCY osie
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P.oje~cj3 RTRRKTORA R05SLERA
Parametry at.akto.a

par~me\r e=0.2
p~raMetr f=0.2
pa.~metr mi=4.3
~~spó~rZ'dne POCzAtkowe

Wsp~trZ~dna q1_0

~~~~~~~~~~::~:~.2

4

x2·t [*2.5]

Pro~ek~~a ATR~KTORA R9SSLERA
Par~ffietry atraktora

pa.-:'h)et.- e:=0.3
p:..-.""m-=.t,- f=0.4-
pa.amet, mi=8.5
Wsp6lrZ~dne poczatkowe

w5P6lrz~dna q1s0
Wsp6trZ~dna q2=0.3
Wsp6trz~dna q3*0
Ca.t kowi ta li czba k,okÓW czasu
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