Bifurkacje

Dr hab. Ryszard KUTNER

Ze stownika wyrazéw obcych PWN dowiadujemy sie,

ze slowo bifurkacja pochodzi od lacisiskiego bifureus
(=rozdwojony, rosochaty) i oznacza rozdwojenie sie czegos,
rozdzielenie, rozgalezienie lub rozszczepienie. W geologii
méwi sie np. o bifurkacjach rzeki lub pasm gérskich.
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W tym artykule zajmiemy sie bifurkacjami od strony
numerycznej, a przyblizymy to pojecie postugujac sie
historyjka obrazkows. Bedziemy badaé rozwiazania
pewnego ukladu nieliniowych réwnan rézniczkowych.
Okaze sie, ze rozwiazania te — pokazemy je w naszej
historyjce obrazkowej — beda jakosciowo silnie zalezed
od wartosci parametréw wystepujacych w réwnaniach.
Pojawiajace sig niestabilnosci rozwiazania nazywad
bedziemy bifurkacjami.

Zajmiemy sie ukladem réwnan rézniczkowych
przedstawiajacym tzw. atraktor Rosslera (o fizyce
nieliniowej i atraktorach byla juz mowa w poprzednich
numerach Delty: 91 11/1988 oraz 2 i 4/1989). Jest to
uklad trzech sprzezonych ze soba, nieliniowych réwnan
rézniczkowych pierwszego rzedu:
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gdzie e, f, p s3 parametrami danymi z zewnatrz. Ponadto,
jak w kazdym tego typu problemie, uklad réwnan
rézniczkowych uzupelniamy o warunki poczatkowe postaci:
zl(t = 0) — 45 zz(t == 0) =4qq :l:s(t = 0} = qg, gdzie q,, q,
i q4 sa ustalonymi przez nas wartodciami. Prosze zwrécié
uwage, jak malo interesujacy bylby nasz uklad réwnai (),
gdybyémy usunegli w trzecim réwnaniu wyraz mieszany
postaci z:z3. Bylby to wtedy dobrze znany liniowy uklad
réwnaf rézniczkowych zwyczajnych. Dodanie wyrazu
2,173 powoduje, ze uklad réwnan (*) nie da sig¢ juz cisle
rozwiazaé — pozostaje nam wiec tylko droga numeryczna.
Na tej wladnie drodze odkryjemy zaskakujace bogactwo
postaci rozwiazat ukladu réwnai (x). Postuzymy sie w
tym celu zalaczonym programem komputerowym. Jest
to program przystosowany do pracy na popularnym
komputerze ZX Spectrum 48K i zgodnych z nim, jak
Timex czy tei Elwro 800 Junior. Umozliwi on réwnies
wykonanie rysunkéw przedstawiajacych dwuwymiarowe
projekcje rozwiazai ukladu réwnan (+).
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A zatem rozpoczynamy nasza historyjke obrazkows.
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Na rysunku a przedstawiona jest prosta trajektoria
cykliczna na plaszczyZnie (z1, 2, 0). Aby przedledzié

je] powstanie, wystarczy uruchomié zalaczony program
komputerowy wprowadzajac podane ponad rysunkiem
wartodel parametréw, warunki poczatkowe oraz calkowita
liczbe elementarnych krokéw czasowych. Tak powstala
trajektoria jest rozwiazaniem numerycznym ukiadu
réwnari (*) i stanowi punkt wyjscia cyklu obrazkéw
zamieszczonych na rysunkach a — d.

Na. rysunku b przedstawiona jest juz inna trajektoria
cykliczna, jak widaé, o strukturze bardziej skomplikowanej
— podwéjnie zapetlonej. Prosze zauwazy¢, ze komplikacja
zostala spowodowana zmiana tylko jednego parametru p
(w programie: mi). W dalszym ciagu, dla uproszczenia,
bedziemy zwigkszaé wlasnie ten jeden parametr.

Mozesz, Czytelniku, sam sprawdzic, Ze istnieje taka
»Erytyczna® wartodé parametru p= pp & 4,2, e dla p > pi
rozwiazanie zmienia swéj charakter tworzac pasma, jak
pokazuje rysunek c. W trakcie powstawania tego obrazka
moZna zaobserwowad, jak bardzo poplatana, by nie rzec
chaotyczna, jest trajektoria wewnatrz kazdego z pasm.

Na koniec przyjrzyjmy sie jeszcze rysunkowi d, ktéry
powstal w wyniku zmiany wszystkich trzech parametréw.
Jest to tzw. dziwny atraktor Résslera, a dcilej rzecz

biorac jego dwuwymiarowa projekcja {czesto méwiace

o atraktorze Rosslera ma sie na myséli wlasnie ten twor,

a nie uklad réwnan réiniczkowych (+)). Jak widaé,
struktura rozwiazania przedstawionego na rysunku d
charakteryzujaca si¢ pofaldowaniem i splataniem
trajektorii, jest kraicowo rézna od naszego wyjsciowego,
prymitywnego roswiazania z rysunku a. Przedstawione
rysunki ilustruja wlagnie efekt bifurkacji, tzn. jakosciowas
zmiane rozwiazania wraz ze zmiang wartosci parametrow
charakteryzujacych dany uklad. Bifurkujace rozwigzania
réwnan rézniczkowych (zwyczajnych lub czastkowych)

to nie tylko ciekawostka matematyczna. Pojawiaja sie

one takze w réznych modelach fizycznych, na przyklad

w hydrodynamice i aerodynamice zagadnien turbulentnych.
Trzeba podkresli¢, ze droga do opisu ruchéw turbulentnych
poprzes bifurkacje i dziwne atraktory znajduje dzisiaj
swoich zwolennikéw zaréwno wéréd matematykéw, jak

i fizykéw. Sa to wszystko problemy ,gorace”, wlasnie
badane nie tylko metodami czysto teoretycznymi, ale takze
na drodze eksperymentéw komputerowych, podobnych
réwniez do zamieszczonych w tym artykule. Zachecam

do wziecia w nich udzialu. '

Wybrany przez nas przyklad atraktora Résslera

dotyczy tzw. zagadniefi dyssypatywnych (o ktérych
méwilismy nieco przy omawianiu dziwnych atraktoréw

w Delcie 4/1988). Okazuje sig, ze efekt bifurkacji
wystepuje takze w tzw. ukladach konserwatywnych. Ale
to juz calkiem inna historia. A moze, w formie éwiczenia
sprébujesz, Czytelniku, sam napisaé program kreélacy
np. trajektorie w przestrzeni fazowej punktu materialnego
podlegajacego np. dzialaniu sily zaleznej liniowo oraz
kubicznie od jego wychylenia z polozenia réwnowagi. Jako
pomocnga pozycje literaturowa moge tutaj poleci¢ prace
przegladowa R.H.G. Hellemana pt.: ,,Self — generated
chaotic behavior in nonlinear mechanics” zamieszczona

w Fundamental Problems in Statistical Mechanics, tom V,
red. E.G.D. Cohen, North-Holland, 1980.



