Dwa odcinki a i b nazywamy
wapSlmiernymi, jedli istnieje odcinek e,
ktéry miefci sie calkowity liczbe razy
w obu odeinkach, lub inaczej, gdy
stosunek a : b jest liczba wymierna,.
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O podziale prostokata na kwadraty

Mgr Jarostaw GORNICKI

Oto lamigiéwka, ktérej autorem jest R.L. Brooks: wytnij Czytelniku 13 réinych
kwadratéw o bokach 3, 5, 9, 11, 14, 19, 20, 24, 31, 33, 36, 39, 42 i uléi z nich prostokat
(istnieja dwa réine ulozenia — rozwiazania na ostatniej stronie okladki).

Oto, pokrétce, historia problemu.

Oczywiscie, kazdy kwadrat mozna rozlozyé na mniejsze kwadraty (rys. 1), prostokat
zad o bokach wspélmiernych, np. 3 i 4, daje sie zbudowaé z pewnej liczby jednakowych
kwadratéw (rys. 2) - sa to rozklady trywialne. Przez wiele lat nie znano zadnego
przykladu rozkladu prostokata (z kwadratami bylo jeszcze trudniej) na skoriczona
liczbe réinych miedzy soba kwadratéw. Takie rozklady prostokata bedziemy nazywaé
rozkladami doskonalymi.

W 1903 roku M. Dehn rozwaZajac pewne réwnania liniowe udowodnit

Twierdzenie 1. Prostokaty o bokach niewspélmiernych nie daja sie rozlozyé
na skoriczong liczbe parami réinych kwadratéw (nie maja rozkiadu doskonalego).
(Dowéd na przykiad w [2] str. 51-67.)

Pierwsze dwa przyklady doskonalych rozkiadéw wskazal Z. Morofi w 1925 roku —
rysunki 3 i 4 na ostatniej stronie okladki. W latach 1936-1938 czterech amerykasiskich
studentéw Trinity College Uniwersytetu w Cambridge, R.L. Brooks, C.A. Smith,

A.H. Stone, W.T. Tutte, zafascynowanych problemem podzialu prostokata

na kwadraty, postanowilo go rozstrzygnaé. Dzieki nim powstala najobszerniejsza

i najbogatsza w nowe rezultaty praca [1]. Oto pierwszy wynik z ,teorii rozkladéw”

Twierdzenie 2. Nie istnieje prostokat, ktéry w sposéb doskonaly mozna rozlozyé
na mniej niz 9 kwadratéw.

Dowéd. Oczywidcie, nie mozemy zbudowad prostokata z 2 ani z 3 réinych kwadratéw.
W minimalnym podziale muszj istnie¢ 4 rézne kwadraty narozne (jeden kwadrat nie
moze zawiera dwdch narozy prostokata, gdyz po jego odrzuceniu otrzymalibyémy
prostokat, kiéry mozna by rozloiyé na mniejsza niz minimalna liczbe kwadratéw).
Gdyby 4 kwadraty wystarczaly, to oznaczajac boki kwadratéw przes ki, ka, ki, ks
otrzymujemy: ki + k2 = ka + kq, k1 + ka = k2 + kg, skad wynika, Ze ky = kg, k2 = ka
— przeczy to doskonalodci rozkladu. Gdy trzy spoéréd czterech naroznych kwadratéw
dotykaja sig, musimy luke na brzegu wypelnié piatym kwadratem o boku ks (rys. 5).
We wnetrzu prostokata powstaje wiedy luka w ksztalcie litery L, ktérej nie moina
wypeini¢ dwoma réinymi kwadratami. Rzeczywidcie, bok ks luki musi przylegaé do
co najmniej dwéch kwadratéw (rys. 6), z ktérych lewy ! musialby byé mniejszy od
prawego p (dlaczego?). Jest to niemozliwe, gdyz | = ks — ki1, zaé p = ks — k2. Zatem
dwa kwadraty nie wypelniajg luki. Podobnie moina stwierdzié, ze trzema réznymi
kwadratami réwniez nie wypelnimy tej luki.

Pozostaje przypadek, gdy istnieja dwa rézne kwadraty ,brzegowe” (oprécz czterech
naroznych). Moga one leze¢ tak, jak obrazuja to rysunki 7, 8, 9. W kaidym z tych
przypadkéw do boku mniejszego kwadratu ke musza przylegaé co najmniej dwa réine,
mniejsze kwadraty wewnetrzne. W Zadnym 2z tych przypadkéw nie wystarcza one

do pokrycia powstalej luki. Ostatnia sytuacja — istniejg trzy nienarozne kwadraty
nbrzegowe®, czyli lacznie siedem kwadratéw zewnetrznych. Najmniejszy z nich

musi stykad sie 2 co najmniej dwoma kwadratami wewnetrznymi. Oznacza to, e

8 kwadratéw w zadnym przypadku nie wystarcza na wypelnienie prostokata, a to
koriczy dowéd.
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O tym, Ze istnieje prostokat, ktéry moina rozloiyé doskonale na 9 kwadratéw,

wiadomo z rysunku 3. Oznacza to jednoczednie, ze kaidy prostokat, ktérego boki
pozostaja w stosunku 32 : 33, mozna rozlozyé doskonale na 9 kwadratéw. Czy jest to
jedyny warunek tak ekonomicznego podzialu? Dokladniejsza analiza problemu pokazuje,
ie nie! (omawiamy to w dalszej czeéci artykulu). Przykiad innego prostokata, ktéry
doskonale mozemy podzieli¢ na 9 kwadratéw daje rysunek 10 na ostatniej stronie
okladki. Oczywidcie, rozkiady z rysunkéw 3 i 10 (jako minimalne) sa proste, tzn. Zaden
fragment rozkladu nie wypelnia prostokata mniejszego od wyjdciowego (pomijajac
kwadraty wchodzace w sklad rozkladu). Dowodzi sig, Ze minimalne doskonale rozbicia
maja tylko prostokaty, ktérych stosunek bokéw wynosi 32 : 33 lub 61 : 69.

Rzecza ciekawa jest fakt, Ze istnieje tylko jeden prostokat, ktéry w sposéb prosty
i niedoskonaly mozna rozloiyé na 9 kwadratéw (rys. 11).

W 1960 roku C.J. Bouwkamp wykorzystujac komputery opublikowal katalog
doskonalych i prostych rozkladéw prostokatédw, co obrazuje poniisza tabela.

liczba kwadratdw
wystepujacych w podziale 9110|11|12| 13| 14 15

liczba moiliwych
podzialéw niedoskonalych |1]| 0| O 9| 34104 ] 283

liczba moiliwych
podsialéw doskonalych 2| 6(22)67 213|744 | 2609

Interesujacy jest fakt, Ze nie istnieja prostokaty, ktére mozna w sposéb prosty
i niedoskonaly rozlozyé na 10 lub 11 kwadratéw. Oto zestawienie wszystkich prostych
rozkiadéw prostokatéw na 10 kwadratéw.

;l:zf::;;r:kﬁw boki kwadratéw rozkladu
b7, 56 2 8; !B, 11,18, 15, 17, 25, 27, 30
66, 47 3, &5, 6, 11, 17, 19, 22, 23, 24, 356
106, 104 7, 12, 16, 19, 26, 28, 33, 44, 45, 60
115, 94 4, 11, 15, 16, 19, 23, 34, 39, 55, 60
130, 79 3, 11, 12, 23, 34, 35, 38, 41, 44, 45
111, 98 3, 4, 7,11, 15, 26, 41, 44, b4, B7

Szczegblnym przypadkiem rozwazanego problemu sa kwadraty, ktére przez dlugi
okres nie poddawaly sie rozkladowi. Fakt ten upamietnit S. Ruziewicz w Kai¢dze
Szkocksej jako problem 59. Pierwszy rozwiazal ten problem R. Sprague (1939 r.)
podajac rozklad na 55 kwadratéw. Rozklad kwadratu o boku 175 na 24 kwadraty
(rysunek na pierwszej stronie okladki) znalazl T. Willcocks (1948 r.). Niestety,

nie jest to rozklad prosty (dlaczego?). ,Lepszy” — prosty i doskonaly rozklad
kwadratu o boku 112 na 21 kwadratéw podal A.J.W. Duivjestijn w Scientific
American, tom 238 (6/1978, str. 86-88) - rysunek 12 z ostatniej strony okladki, oraz
wykazal, Ze podzial prosty i doskonaly kwadratu na mniejsza liczbe kwadratéw jest
niemozliwy. Nadmiefimy jeszcze, e w katalogu Bouwkampa poéréd prostych rozkladéw
prostokatéw na mniej niz 14 kwadratéw istnieje dokladnie jedno rozbicie kwadratu
na 13 mmiejszych kwadratéw (rys. 13).

Wspomniani wyzej czterej amerykariscy matematycy dokonali duzego postepu

w dziedzinie rozkiadu prostokatéw na kwadraty dzieki odkryciu zwiazku miedzy ta
teoria a teoria przeplywu pradu elektrycznego w zamknietych obwodach i teoria graféw
(tatwiej jest zbadaé wszystkie mozliwe sieci z n przewodnikéw, niz mozolnie droga préb
zestawiaé kwadraty, az uloZy si¢ z nich prostokat). Wykazali nastepujace

Twierdzenie 3. Ze zbioru n kwadratéw, niekoniecznie réznych, mozna zbudowaé
prostokat bez luk wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiada mu rozklad pradéw wedhig
praw Kirchhoffa w obwodzie zloZonym 2z n przewodnikéw o oporze jednostkowym,
bes érédel elektrycznoéci wewnatrz (kazdemu natezeniu pradu w poszczegblnym
przewodniku odpowiada pewien bok kwadratu).

Przedledémy na przykladzie, jak budujemy sieé odpowiadajaca danemu rozkladowi
prostokata, np. z rysunku 3. Gérnemu bokowi prostokata odpowiada biegun A

(rys. 14), z kiérego wychodza dwoma przewodnikami prady o nateieniu 18I, 151

(I + umowna jednostka natezenia). Kortice tych przewodéw wyznaczaja wesly B i C.
Do kwadratu o boku 18 przylegaja od dolu kwadraty 14 i 4, wiec z wezla B musza
wychodzié przewodniki z pradami 14I (do bieguna E, ktéry odpowiada dolnemu
bokowi prostokata) oraz 4I do nowego wezla D. Analogicznie z wezla C wychodza,
przewodniki z pradami 71, 81. Poniewas kwadraty 4 i 7 ,koricza sie” na tym samym
poziomie, wiec przewodniki z pradami 41, 7] tworza wspélny wezel D (patrz

14



rysunek), z ktérego wychodza przewodniki z pradami 10I (do bieguna E) oraz 11
do wezla F. Wreszcie z wezla F wychodzi przewodnik do bieguna E z pradem 91,
co koriczy budowe sieci. W dolnym biegunie schodza sie przewodniki z pradami
przyporzadkowanymi dolnemu bokowi prostokata; lewa strona obwodu ABE
odpowiada lewemu bokowi prostokata, prawa strona ACFFE ~ prawemu bokowi.
Sprébujmy teraz przeprowadzié procedure odwrotna: dla danej sieci zlozonej

z przewodnikéw o oporze jednostkowym zbudujemy rozklad prostokata. Rozpatrzmy
sieé zlozong z 9 przewodnikéw przedstawiona na rysunku 15 z biegunami A, F.
Wypiszmy réwnania Kirchhoffa dla wezldéw

B: Iz—f;—fs:ﬂ,
C: h+le—Li=0,
D: fs—fr—.rs:(],
E Iy + 14+ I;—Iy =0

oraz obwoddéw zamknietych
ABEA : L+I,-I, =0,
ACDBA: Ii—Is—Is—I;=0,
BDEB: Is+I—1I4=0,
DCFED: Is+Izg—Is—I7=0.

Rozwiazujac ten uklad 8 réwnai (nie mozna bowiem dla 9 wielkodci uloiyé wiecej

niz 8 niezaleinych réwnafi jednorodnych) np. wzgledem I otrzymujemy: I, = 321I,,
Is= %IL, S ingfl, Is = 215-1'1, fe— %11, I = %I;, In = -;-—:-f:, Iy = %gf;. Przyjmujac
I, = 25 mamy rozklad prostokata na 9 parami réinych kwadratéw, co obrazuje

rysunek 10.

Badajac sieci zloione z 9 przewodnikéw mozna przekonaé sie, e tylko w dwéch sieciach
(rys. 14, 15) plyna w kazdym przewodniku rézne prady. Istnieja zatem tylko dwa

réine doskonale rozklady prostokatéw na 9 kwadratéw. Rozwaiajac wszystkie sieci
zloione z 4, 5, 6, 7 lub 8 przewodnikéw moina wykazaé, Ze niektére prady plynace

w tych sieciach musza by¢ jednakowe, co oznacza, e nie moina zbudowaé prostokata

z mniejszej liczby kwadratéw niz 9. Jest to inny dowéd twierdzenia 2.

Czy problematyke doskonalych rozkladéw moina uogélnié? Dla m > 4 z kilku (wiecej
niz jednego!) m-katéw foremnych nie mozna zlozyé dowolnego wielokata wypukiego.
Wynika to stad, Ze suma dwéch katéw m-kata foremnego wynosi
2180°(m=2) _ ga00 _ 150024 5 150°,
m m
a to oznacza, Ze w jednym wierzcholku wielokata wypuklego nie mogsa sie schodzié
dwa m-katy foremne. Podobnie elementem rozkladu nie moze byé tréjkat foremny,
gdyz nawet tréjkat réwnoboczny nie daje sie rozlozyé na skoficzong liczbe réznych
tréjkatéw réwnobocznych (patrz [2]). Problematyka ta nie daje sie réwniei rozszerzyé
na przestrzei — zaden prostopadlodcian nie da sie rozlozyé na skoriczong liczbe
nieréwnych szedcianéw. Dlaczego tak sie dzieje? Niech @ < b < ¢ oznaczaja tray
krawedzie prostopadiodcianu. Postawmy prostopadiodcian na écianie o bokach a, b.
Waszelki doskonaly rozklad prostopadlodcianu na szedciany wyznacza doskona
I‘ﬂ; rozklad tej dciany na kwadraty. Najmniejszy z nich ma bok mniejszy niz \/?le <2
3 Rozpatrzmy teraz gérna éciane tego najmniejszego szedcianu brzegowego. Rozklad
prostopadiodcianu na szedciany wyznacza znowu rozklad tej éciany na rézne kwadraty,
z ktérych najmniejszy ma bok nie wigkszy od ;¢ = Frc. Postepujac w ten sposéb
otrzymujemy nieskoticzony ciag kwadratéw o bokach kolejno nie wigkszych od Jye,
3¢¢, ... Istnienie nieskoriczonego ciagu szeécianéw doprowadza do sprzecznoéci
z postulatem skoriczonoéci rozkladu, a ponadto

1 1 1 c
(§+3—2+3—s+...)c—§{(:.
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