
o ciagach typu dwumianowego Dr Maciej GRZEB/AK

Gdy :z; i Y sa liczbami naturalnymi,
zaleznoll'c

[:z;+yJ" =t(:)[:z;J,,[yJ,,':1c
10=0

mozna otrzymac z bezpoll'r,ednich
rozwazan kombinatorycznych. Np.
[mi" mozna interpretowoc jako
liczbe funkcji r6znowartoll'ciowych
ze zbioru n-elementowego do zbioru
m-elementowego (m ~n). Wielkoll'c
[m + II" ma interpretacje jako liczba
funkcji r6znowartoll'ciowych ze zbioru
n-elementowego do sumy zbior6w
rozll\Cznych A i B, gdzie A ma m
element6w, aB ma l element6w. Zbiór
takich funkcji mozna przedstawic!
w' postaci sumyn + 1 zbior6w
rozlacznych: k-ty zbiór sklada sie
z funkcji majacych k wartoll'ci w zbiorze
A, a n - k wartoll'ci w zbiorze 'B
(k = O,1,2, ... ,n). Poniewaz tych
k wartoll'ci moze byc! rozmieszczonych

na (~) miejscach, otrzymujemy
nasz wz6r. Podobnie mpzna, dla:z;

i Y naturalnych, kombinatorycznie
sprawdzie! zaleznoll'c(*) dla silni
górnych.

Rozwi,\zanie zadanie F 273.
Najpierw zIlajdziemy dlugoll'c drogi
RAI czastki a w aluminium. Poniewaz
utrata energii przez czastke a na
skutek powodowanej przez nia jonizacji
oll'rodka jest proporcjonalna doN Z,
gdzie N jest liczba atom6w w l cm3,
a Z - ladunkiem jadra, wiec mozemy
zapisae!:

RAI _ (NZ)po",
Rpo", - (N Z)AI

Liczba reakcji jadrowych zachodzacych
w cienkiej warstwie o grubotki x jest
r6wna noNAl· a . x, co jest r6..tne
iloll'ci np proton6w, a:z; przyjmujemy
w przyblizeniu równe RAI. Stad
otrzymujemy

a=~
naNAIRAI

npZAI . = 4. lO-2.cm'
na(NZ)Pow' Rpo",

Czytelnikowi z pewnoscia znane sa równosci

(x + y)n =t(~)xkyn-k , n = O, 1,2, ...
k=O

(zwane dwumianem Newtona). Nasuwa sie pytanie, czy tylko wielomiany
Pn(x) = xn maja wlasnosc

(*) Pn(X + y) =t (~)Pk(x)pn-k(Y)' n= O, 1,2, ...
k=O

Mozemy je sprecyzowac: jakie ciagi wielomian6w(Pn (x)), takich ze stopien
Pn(x) jest równy n, spelniaja równosc (*)7

O tym, ze ciag wielomian6w(xn) nie jest jedynym majacym wlasnosc(*)
(mówi sie: ciagiem wielomianów typu dwumianowego), moze sie Czytelnik
przekonac sprawdzajac, ze silnie dolne, to jest wielomiany

[x!n = x(x - l)(x - 2) ..... (x - n + i)
oraz silnie górne, czyli

[x]n = x(x + l)(x + 2) ..... (x + n-l)

tworza ciagi wielomian6w typu dwumianowego (czyli spelniaja (*)).

Aby podac sposób na poszukiwanie jeszcze innych ciagów wielomian6w typu
dwumianowego, zajmiemy sie operatorami (dokladniej: operatorami liniowymi)
niezmienniczymi wzgledem przesuniec, a nawet tylko delta operatorami, na
przestrzeni liniowej wielomian6w. Rozszyfrujmy, co oznaczaja' te nazwy.

Przestrzen liniowa wielomianów to zbiór wszystkich wielomian6w
(o wspólczynnikach z danego ciala - dla nas niech to bedzie cialo liczb
rzeczywistych albo zespolonych) z dwoma dzialaniami: zwyklym dodawaniem
wielomianów i zwyklym mnozeniem wielomianu przez liczbe. Operator
liniowy T na tej przestrzeni to przeksztalcenie tego zbioru wielomian6w na
niego samego spelniajace dla dowolnych wielomianów p iq i dowolnych liczb
a i b warunek

T(ap + bq) = aT(p) + bT(q) .

Jednym z takich operatorów jest operator przesuniecia oa, oznaczany przez
Ea i okreslony przez równosc

Ea(p(x)) = p(x + a).

O operatorze T mówimy, ze jest niezmienniczy wzgledem przesuniec, gdy
jest on przemienny zEa, czyli gdy dla kazdego wielomianup(x) mamy

T(Ea(p(x))) = Ea(T(p(x))),

co zapis1lje sie krócejT Ea = EaT. Delta operator to taki operatorQniezmienniczy wzgledem przesuniec, który spelnia warunek
Q(x) = const =1= O. '

Przykladem delta operatora jest operator rózniczkowaniaD, czyli operator
okreslony przez warunekD(p(x)) = p'(x). Istotnie:

D (Ea(p(x)) ) =D(p(x + a)) = p'(x + a) . (x + a)' = p'(x + a) ~

= Ea(p'(x)) = Ea (D(p(x)))

oraz D(x) = 1.

Dla delta operatorów wprowadza sie pojecie ich bazy. Mówimy, ze ciag
wielomianów (Pn(X)) jest baza operatoraQ, gdy spelnia cztery warunki:
(1) stopien Pn (x) jest n,
(2) po(x) = 1,
(3) Pn(O) = O dla n> O,

(4) Q(Pn(X)) = n· Pn-l(X).
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Roswi"sanie sadania M 649.

Oznaczmy a,,= t(~) (-lt+l;k=l
poniewai al = l, wystarczy wykazac,

ze ak+ 1 - ak = __1_ . Mamyn+l

(_l)k+l (n + l) (_1)"+2X --k--+ n + l ~-n-~+-l~=

= ~ ( n ) (_l)k+l~ k-l . +
k=l

+ (n + l) (_1)"+2n+l n+l
Zauwaimy, ze

(n) l l (n+1)k k+l = n+l k+l
Dlatego ostatnia suma wynosi po
prostu

,,+1

_1_'" (n+ l) (_l)k+l =n+ l ~ k
k=1

"+1

=_1 (_",(n+1)( kn,+ l ~ k -l) + l) =
k=O

= _1_(_(1_ 1)"+1+ l) = _1_n+1 n+l
To kOliczy dow6d.

Dla operatora D baza jest wiec np. ciag(xn). Pierwsze trzy warunki sa
oczywiste, a czwarty to

D(xn) = (xn)' = n. xn-1.

Zauwazmy, ze dla dowolnego delta operatoraQ warunek (4) pozwala na
(jednoznaczne!) znalezienie jego bazy. Istotnie: wspólczynnikian,i wielomianu

n
. Pn(x) = E an,ixi mozna obliczyc (rekurencyjnie) z równosci

i=O
n

Q(Pn(X)) = E an,iQ(xi) = n . pn-dx). Poniewaz po(x)= 1, wiec wyliczamy
i=O

kolejno Pl, P2, ... Ta konstrukcja pokazuje jednoczesnie, ze kazdy delta operator
ma dokladnie jedna baze. ,
Trzeba wyjasnic jeszcze role warunku (1). Otóz dzieki temu, ze kazdy wielomian
bazy jest innego stopnia, oraz ze wystepuja w niej wielomiany wszystkich stopni,
kazdy wielomian (rozpatrywanej przestrzeni liniowej) da sie przedstawic jako
kombinacja liniowa wielomianów bazy (tj. suma pewnej skonczonej liczby
wielomianów bazy pomnozonych przez stosowne liczby). Wykorzystamy ten
fakt, by udowodnic

Twierdzenie. Jezeli ciag(Pn(X)):=o jest baza dla pewnego delta operatora, to
jest on typu dwumianowego.

Dowód. Niech (Pn(x)) :=0 bedzie baza dla delta operatoraQ. Z wlasnosci (3)
przez iteracje otrzymujemy:

Qk(Pn(x)) = [nJkPn-k(X),

Stad [Qn(Pn(X)) L=o = n!, [Qk (Pn (x)) L=o = O dla k < n. Zatem

Pn(x) =t Pk~;) [Qk(Pn(X)) L=o'
k=O

Dowolny wielomian p(x) jest kombinacja liniowa wielomianów bazowychPk(X),

. wiec takze

p(X) =t Pk1;) [Qk(p(x)) L=o'
k=O

Przyjmijmy teraz p(x) = Pn(x + y), gdzie y jest ustalone. Wtedy

pn(x + y) =t Pk1;) [Qk(Pn(X +~)) L=o"k=O

Ale [Qk(Pn(X + y)) L=o = [Qk EY(Pn(x)) L=o = [EYQk (Pn (x)) L=o ='"

= [EY([nJkPn-k(X)) L=o = [nJk[Pn-k(X + Y)]:e=o =
= [n]kPn-k(Y),

n

wiec pn(X+Y) = L (~)Pk(X)Pn-k(Y)' n=O,l,2, ... ,
k=d

czyli (Pn(X)) jest ciagiem typu dwumianowego, co konczy dowód.

Twierdzenie odwrotne jest r6wniez prawdziwe.

Podane na wstepie przyklady ciagów wielomianów typu dwumianowego uzyskac
mozna wlasnie za pomoca tego twierdzenia. Silnie dolne tworza baze dla delta
operatora

.:l(p(X)) = p(x + 1) - p(x) ,

a silnie g6rne - dla delta operatora

V(p(x)) = p(x) - p(x - 1).
Czytelnik zechce sprawdzic, ze.:l i V sa istotnie delta operatorami, oraz ze
si~nie stanowia dla nich baze. A warto tez spróbowac znalezc jeszcze inny delta
operator i, obliczajac dla niego baze, uzyskac jeszcze inny ciag wielomianów typu
dwumianowego.
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