O ciagach typu

Gdy = i y sa lictbami naturalnymi,
raleinodé

et = (1) blelilacn

k=0
mozna otrzymac 2 bezpodrednich
rozwasan kombinatorycznych. Np.
|m|n moina interpretowaé jako
liczbe funkcji réinowartodciowych
ze zbioru n—elementowego do zbiorn
m-elementowego (m > n). Wielkodé
[m + l]n ma interpretacje jako liczba
funkeji rétnowartofciowych ze zbioru
n—elementowego do sumy zbioréw
roslacenych A i B, gdzie A ma m
elementdw, a B ma | elementéw. Zbiér
takich funkcji moéna prrzedstawié
w- postaci sumy n + 1 sbioréw
rozlacanych: k—ty zbiér sklada sie
& funkeji majacych k wartodei w sbiorze
A, a n — k wartofci w zbiorze B
(k=0,1,2,...,n). Poniewai tych
k wartodci moze by¢ rozmieszczonych
na (:) miejscach, otraymujemy
nasz wzdér. Podobnie moina, dla =
i ¥ naturalnych, kombinatorycznie
sprawdzié zaleinodé (+) dla silni
gdrnych.
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Rozwiqsanie zadanie F 278.
Najpierw znajdziemy dlugodé drogi
Ray czastki a w aluminium. PoniewaZ
utrata energii przez crastke a na
skutek powodowanej prres nia jonisacji
ofrodka jest proporcjonalna do N Z,
gdzie N jest liczba atomdw w 1 em?,
a Z - ladunkiem jadra, wigc mofemy
zapisad:
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Liczba reakeji jadrowych zachodzacych
w cienkiej warstwie o grubodci x jest
réwna ngNaj-o -z, co jest rébwne
ilodel ny protondw, a x preyjmujemy
w przybliteniu réwne Ra. Stad
otrzymujemy
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dwumianowego

Dr Maciey GRZESIAK
Cszytelnikowi z pewnoécia znane sa réwnodci '

n
n L
(I+y)n=Z(k)zkyn o n=0,12,...
k=0
zwane dwumianem Newtona). Nasuwa si¢ pytanie, czy tylko wielomiany
d i N N i i tylko wielomi
Pn(z) = 2™ maja wlasnodé
n
(%) Pa(z+y) =)
k=0
Moiemy je sprecyzowal: jakie ciagi wielomianéw (p,(z)), takich e stopiefi
Pn(z) jest réwny n, spelniaja réwnosdé ()7

(:) Pi(z)Pn-k(Y) , n=0,1,2,...

O tym, e ciag wielomianéw (z") nie jest jedynym majacym wlasnodé (*)
(méwi sie: ciagiem wielomianéw typu dwumianowego), moze sie Czytelnik
przekonad sprawdzajac, e silnie dolne, to jest wielomiany

Zln=2z(z—=1)(z—-2)-...-(z—n+1)
oraz silnie gérne, czyli
[z]*=z(z+1)(z+2)-...- (z+n—1)

tworsza ciagi wielomianéw typu dwumianowego (czyli spelniaja (*)).

Aby podaé sposéb na poszukiwanie jeszcze innych ciagéw wielomiandéw typu
dwumianowego, zajmiemy sie operatorami (dokladniej: operatorami liniowymi)
niezmienniczymi wzgledem przesunieé, a nawet tylko delta operatorami, na
przestrzeni liniowej wielomiandw. Rozszyfrujmy, co oznaczaja te nazwy.

Przestrzen liniowa wielomianéw to zbiér wszystkich wielomiandw
(o wspélczynnikach z danego ciala — dla nas niech to bedzie cialo liczb
rzeczywistych albo zespolonych) z dwoma dzialaniami: zwyklym dodawaniem
wielomianéw i zwyklym mnozeniem wielomianu przez liczbe. Operator
liniowy T na tej przestrzeni to przeksztalcenie tego zbioru wielomianéw na
niego samego spelniajace dla dowolnych wielomianéw p i g i dowolnych liczb
a i b warunek

T(ap + bg) = aT(p) + bT(q) -
Jednym z takich operatoréw jest operator przesuniecia o a, oznaczany przez
E* i okreslony przez réwnodé

E*(p(z)) = p(z +a).
O operatorze T' méwimy, ze jest niezmienniczy wizgledem przesunieé, gdy
jest on przemienny z E°, czyli gdy dla kazdego wielomianu p(z) mamy

T(E(p(2))) = B*(T(p(2))),
co zapisuje si¢ krécej TE® = E*T. Delta operator to taki operator Q

niezmienniczy wzgledem przesunieé, ktéry spelnia warunek

Q(z) = const # 0.

Przykladem delta operatora jest operator rézniczkowania D, czyli operator
okreflony przez warunek D(p(z)) = p'(z) . Istotnie:

D(E“(P(x))) =D(p(z+a)) =p'(z+a) (z+a) =p'(z+a) =
= £°(¢(2) = B*(D(p(a)))

oraz D(z) = 1.

Dla delta operatoréw wprowadza sie pojecie ich bazy. Méwimy, ze ciag
wielomianéw (p,,(:t:)) jest baza operatora @, gdy spelnia cztery warunki:
(1) stopiefi p,(z) jest n,

(2) po(z) =1,
(3) pn(0) =0dla n >0,

(4) Q(Pn(I)) =n- Pn—l(I)-
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To kolicny dowdd.

Dla operatora D baza jest wiec np. ciag (z"). Pierwsze trzy warunki sa
ocsywiste, a czwarty to

D(z*) = (") = n-2™"L.
Zauwaimy, ze dla dowolnego delta operatora Q warunek (4) pozwala na
(jednoznaczne!) znalezienie jego bazy. Istotnie: wspélczynniki a, ; wielomianu

pn(z) = 2 @n,;2* moina obliczyé (rekurencyjnie) z réwnodci
=0

Q(p,.[z)) = 2 a,,iQ(z*) = n - pa—1(z). Poniewai po(z) = 1, wiec wyliczamy

kolejno p;, pg, ... Ta konstrukcja pokazuje jednoczeénie, ze kasdy delta operator
ma dokladnie ]edna baze.

Trzeba wyjasni¢ jeszcze role warunku (1). Otés dsicki temu, ze kasdy wielomian
bazy jest innego stopnia, oraz ze wystepuja w niej wielomiany wszystkich stopni,
kaidy wielomian (rozpatrywanej przestrzeni liniowej) da sie prazedstawié jako
kombinacja liniowa wielomiandéw bazy (tj. suma pewnej skoriczonej licsby
wielomianéw bazy pomnozonych przez stosowne liczby). Wykorzystamy ten
fakt, by udowodnié

Twierdzenie. Jezeli ciag (p...[z)) _o Jest baza dla pewnego delta operatora, to
jest on typu dwumianowego.

Dowéd. Niech (pn(z)) :°=0 bedzie baza dla delta operatora Q. Z wlasnodci (3)
przez iteracje otrzymujemy:

Q*(pn(2)) = [nlkpa-x(z).
Stad [Q" (p,‘(z))] e nl, [Q" (pn (z))] =0dla k < n. Zatem

pale) = 3> 2 [ Q4 (o )]
k=0
Dowolny wielomian p(z) jest kombinacja liniowa wielomianéw bazowych pi(z),
wiec t:_tkie
o(a) = 3 28 (04 (o) _

Przyjmijmy teraz p(z) = p,‘(z+ y), gdzie y jest ustalone. Wtedy
palz +9) = pﬂﬂlqﬂﬂdz+wﬂ

[@*(putz+0)]__ = [Q"Mm(zl)]m = [B@*(pala))] _, =
= [ (rhon-st@)], _, = Iohlpn-r(a+ )] =

= [n]kpn-k(y),
n
- n
wigc Pn(9:+y)=Z(k)Pk(xlpnwk(y), ﬂ=0,1,2,...,
k=0
czyli (p,.(z]) jest ciggiem typu dwumianowego, co koiiczy dowdd.

Twierdzenie odwrotne jest réwniez prawdziwe.

Podane na wstepie przyklady ciagéw wielomiandw typu dwumianowego uzyskad
mozna wladnie za pomoca tego twierdzenia. Silnie dolne tworza baze dla delta
operatora

A(p()) = p(z +1) - p(2),
a silnie gérne — dla delta operatora

V(p(z)) = p(z) —p(z - 1).
Cszytelnik zechce sprawdzié, ze A i V sa istotnie delta operatorami, oraz ze
silnie stanowia dla nich baze. A warto tez sprébowad znaleié jeszcze inny delta
operator i, obliczajac dla niego baze, uzyskaé jeszcze inny ciag wielomiandw typu
dwumianowego.
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