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1. Ogdlne cechy metody

Metoda okreina jest zasada heurystyczng pomocna przy
rozwiazywaniu réinorodnych zadafi. Istota metody
sprowadza sie do zastapienia postawionego przed nami
problemu innym, réwnowainym mu problemem, ktéry
nastepnie rozwigzujemy w trzech kolejnych etapach.
Najogéliniej rzecz ujmujac — pierwszy krok metody polega
na przejéciu od problemu otwartego do pokrewnego mu
zadania, ktére potrafimy rozwiazaé. Drugim krokiem jest
rozwiazanie tak przeformulowanego zadania. W kroku
trzecim powracamy do zadania wyjéciowego wykorzystujac
rezultaty drugiego kroku (w pewnym sensie trzeci krok
jest wiec odwrotnoscia pierwszego). W ten sposéb
zastepujemy operacjg bezpoéredniego rozwigzywania
problemu, nazwijmy ja W, zloZeniem trzech opisanych
wyzej operacji, ktére oznaczymy odpowiednio przez S, T
oraz S~'. Powyiszy rozklad wyjsciowego zadania mozemy
teraz wyrazi¢ w postaci nastepujacego zlozenia

(*) W=8"'7s,

co stanowi symboliczny zapis schematu metody okreinej.
Bardziej obrazowe przedstawienie graficzne schematu
metody (rys. 1) uzasadnia jej nazwe. Jezeli dowolne
przeksztalcenia (operacje) W oraz T sa w relacji (*) wraz
z pewnym odwracalnym przeksztalceniem S, to méwimy,
ze W i T sa sprzeione za pomoca S. Czasami wygodniej
nam bedzie zapisywac sprzezenie (#) w formie: W ~g T.
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Okaznje sig, Ze taka dekompozycja zadania ma niezwykle
szeroki zakres zastosowar, wykraczajacy znacznie poza
zagadnienia czysto matematyczne. Zilustrujemy to
prostym przykladem. Przypudémy, Ze postawiono przed
nami niewykonalne na pozér zadanie przeniesienia wody
w sicie. Majac na uwadze naszkicowang ideg postepujemy
tak: najpierw zamrazamy wode, nastepnie przenosimy

w sicie 16d, ktéry w koficu rozmrazamy. Przyklad ten,
jakkolwiek nieco zartobliwy, dobrze ilustruje cechy
charakterystyczne metody: tréjetapowoéé procesu oraz
wzajemna odwrotnosé jego dwéch skrajnych etapéw.

Rzymska legenda podaje, iz westalka Tuccia oskariona
o cudzoldstwo przeniosla w cudowny sposdéb wode w sicie
dowodnac tym swojej niewinnodci.

Relacja sprzezenia przeksztalcen jest dobrze znana

i szeroko stosowana w wielu dzialach matematyki i jako
taka nie wymaga rekomendacji. Czytelnikowi nalezy sie
zatem uzasadnienie podjecia tego tematu w niniejszym
artykule.

Otéz, po pierwsze, mimo szerokiego rozpowszechnienia
samej idei jej jednosé | uniwersalnoéé pozostaja skryte
bogactwem form i réinorodnoécia nazw, jakie przybiera
ona w réznych dziedzinach, na gruncie ktérych sie pojawia.
Méwimy zatem o podobiefistwie (algebra liniowa),

o sprzezeniu (teoria grup przeksztalcen), o transformacjach
calkowych (réwnania rézniczkowe) etc., lecz idea tkwiaca

u podstaw kazdego z tych pomysléw jest jedna.
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Wydaje sig, Ze ujecie omawianej idei w ramy pewnej
metody heurystycznej jest dostatecznie ogélnym punktem
widzenia, dajacym mozliwodé jej efektywnego zastosowania
na réinych polach i pozwalajacym na systematyzacje wielu
pozornie odmiennych zagadnien.

Po drugie, sprzezenie jako relacja réwnowaznosci posiada
szereg matematycznie oczywistych wlasnosci, takich jak
(i) W~ W,

()W aasT =T ~g W,

(ﬁl) (W ~sT&T ~s, T],) =W ~5,5Th

oraz specyficzna dla niej wlasnosé:

[i\f} [Wi ~g Ty & Wa g Tz] = WW, ~g ToT,.
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Wiasnoéci (i)-(iv) opisuja pewne cechy strukiuralne
metody decydujace o jej uzytecznosci. Dzigki nim
uzyskujemy dodatkowe narzedzia ulatwiajace analize
rozpatrywanego zadania. Zwracamy uwage, ze

w zastosowaniach trudnosé bezposredniego rozwiazania
zadania W jest zwykle skupiona w jednym z elementdw
S, T lub 8§71, Czesto, jesli § zawiera w sobie ,genialnie
prosty pomysf’, §~! wymaga ,fundamentalnego
twierdzenia z dhugim dowodem”. W dalszym ciagu
prezentujemy pewns liczbe praykladéw (gléwnie
matematycznych, z zasady latwych badZ znanych), ktérych
cechg wspdlng jest uzycie metody okreinej jako wytrychu
pozwalajacego otworzy¢ zamknigte drzwi. Prostota
niektérych z nich jest zamierzona i nie powinna sklaniaé
do uznania samej idei za calkiem trywialna.

2. Przyklady zastosowan

P1. Geodezyjne na stoizku. Zadanie polega

na polaczeniu punktéw A i B na powierzchni stozka

(na dowolnej powierzchni prostowalnej) najkrétsza linia
lezaca w calodci na tej powierzchni, tj. linia geodezyjna.
W ponizszym przepisie na rozwigzanie tego zadania latwo
dostrzec schemat metody okreinej:

1) rozwinaé powierzchnie,

2) polaczyé odcinkiem prostej punkty A i B na rozwinigtej
powierzchni,

3) zwinaé powierzchnie z powrotem.

P2. Przekaz komunikatéw na odleglodé. Bezposredni
przekaz W komunikatu slownego od nadawcy A do
znacznie oddalonego odbiorcy B zostaje w praktyce
telekomunikacyjnej zastapiony zloZeniem trzech
nastepujacych etapdw:

S - przetworzenie mowy na sygnat elektryczny (mikrofon),
T — przeslanie sygnal elektrycznego (kabel, linia
telefoniczna),

S~ - odtworzenie sygnali akustycznego (glosnik).



W sytuacji, gdy polaczenie punktéw A i B linia przesylowsg
jest niemozliwe badZ nieoplacalne, etap T podlega
dalszemu rozkladowi, w ktérym wystepuje

S, — emisja fali elektromagnetycznej (nadajnik),

T, — propagacja fali (oérodek),

S ! - detekeja (odbiornik).

Ostatecznie mamy wiec

W =878 =8"Y(8;'115:)8 = (:8) " 1(5:9).-

Przyklad ten ilustruje metode nakladania petli okrageit
wyrazona, przez wiasnodé (iii).

P3. Potegowanie macierzy symetrycznej.
Z wlasnodci (iv) wynika natychmiast implikacja
(1?’)W~3T==>Wm ~g T™ (W"‘:WW...W)
N s’
majaca waine zastosowania przy iteracjach przeks:ta-lceﬁ,
np. przy potegowaniu macierzy. Dla dowolnej macierzy
symetryczne] W wymiaru n istnieje taka nieosobliwa
macierz §, Ze zachodzi zwiazek W = $™IT'S, gdzie T
jest pewna macierza diagonalna: T = diag(A1,...,An).
Cheac obliczyé macierz W™ = WW ... W, znajdujemy
najpierw macierz diagonalna, T', ktérej potege wyznaczamy
z latwodcia: T™ = diag(AT,...,An). W ostatnim kroku
obliczamy potege macierzy W wedhig wzoru
W™ =8"'T™85 w mysl wlasnodci (iv?).

P4. Dyskretne uklady dynamiczne. Innym
przykladem dotyczacym iteracji przeksztalceni jest
badanie dyskretnych ukladéw dynamicznych na odcinku
jednostkowym. Problem polega tym razem na tym,
aby majac dane przeksstalcenie ciagle f :[0,1] — [0,1],
np. f(z) = 4z(1 — z), 0 < z < 1, opisaé trajektorie
dowolnego punktu z z tego odcinka, tj. ciag (f" (z)) :D:O.
Okazuje sie, Ze znalezienie ogdlnego wzoru na n-krotne
zlozenie funkcji f przekracza nasze mozliwodci nawet w tak
prostym przypadku jak przytoczony powyzej. Musimy
zatem uciekac sie do innych sposobéw. Odpowiednio
dobrana zmiana zmiennej, tj. bijekeja ¢ : [0,1] — [0, 1]
ustala sprzezenie funkeji f z dostatecznie prosia funkeja g
f=ptogop,
np. g moze by¢ kawatkami liniowa (piloksztaltna) postaci:
g9(y) =2y, edy y < ; i g(y) =2 — 2y, gdy y > L. Obie
funkcje przedstawiono na rysunku 4. W odréznieniu
od f funkcja g poteguje sie w sposéb regularny: g" ma
takie postaé piloksztaling o 2" 7! ,zebach®. (Czytelnika
zainteresowanego szczegdlami odsylamy do artykuhu
A. Zdunik ,,Chaos na odcinku”, Delta 7/1984).

Rys. 4 0O ' 1 0 9

P5. Obliczanie calek oznaczonych. Obliczanie calek
sprowadza sie czesto do zastosowania schematu metody
okrgznej. W przypadku calki Gaussa

+oo

= fe_’zdz

-0
operacja W polega na obliczenin wyrazenia I, S oznacza
podnoszenie do kwadratu, § ™! pierwiastkowanie,
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a T polega na obliczeniu I?, co pozwala na przejscie od
zadania jedno- do dwuwymiarowego

+oo +oo +oo too
I? = fe_“gd:c/e"”gdg: f f e~ gz dy
—oo —co —oo —co

Dzieki zwiekszeniu wymiaru uzyskujemy wzbogacenie
zasobu narzedzi, jakimi dysponujemy, w postaci
wsp6lrzednych biegunowych (r,#) okreslonych w R?
wzorami

z=rcosf, y=rsind (r>0,0<80<2n).

Teraz rachunek przebiega juz latwo

27 oo
oo

rP= .[[re_"drdﬂ =2 [— :—ae"z] =T
[E
0 0

skad I = /m.

Zauwazmy na zakoriczenie tej serii przykladdw, Ze nawet
metoda dowodu ,przez zaprzeczenie” (o coniraric) ujawnia
strukture okrezna. W tym prazypadknu role operacji 8
spelia negacja N, ktéra jest inwolucja (N? = Id). Dlatego
tez w dowodzie tego typu negacja pojawia sie dwukrotnie,
raz jako S iraz jako S~

3. Metoda okrezna jako heureza

Powyisze przyklady moga, sklonié¢ Czytelnika do
postawienia nastepujacego pytania: jak — stojac w obliczu
nie rozwiazanego problemu — dobraé przeksztalcenie §
pozwalajace zainicjowad zastosowanie metody. Naszym
zdaniem mozna wyréznié¢ w sposéb naturalny dwie

zasady wskazujace przynajmniej na wladciwy kierunek
poszukiwan przeksztalcenia §. Dyrektywy te nazywamy

w dalszym ciagu zasada abstrakeji i zasada strukturalizacji;
wybér jednej z nich sugeruje sam problem stojacy przed
rozwiazujacym.

3.1. Zasada abstrakcji polega na sprowadzeniu zadania
niejako do ,postaci kanonicznej”. Chodzi tu mianowicie

o uwypuklenie istoty trudnoéci przez abstrahowanie od
zaciemniajacych szczegdléw, co moze wigzac sig z chwilowa
rezygnacja z pelnej ogdlnosci rozwazan. Dla ilustracji tej
dyrektywy przytoczymy dwa przyklady.

P6. Réwnanie kwadratowe. Rozwiazanie réwnania
kwadratowego mozna sprowadzié¢ (za pomoca liniowej
zmiany zmiennej) do pierwiastkowania, co ilustruje
ponizszy diagram.

postaé ogdlna

a W dwa pierwiastki
St W
b% —4ac >0 Tie = e

5, J ez =u l st
postac dwa pierwiastki
zredukowana i o
u? +bu+ac=0 w1 =—5 £/ T —ac

Sa J U+ % =4 W S?,_l
pelny kwadrat T dwa pierwi'astki
v2=%—ac vz =% %—ac




P7. Liniowe réwnanie rézniczkowe. Naszkicujemy
sposéb rozwiazywania liniowego réwnania régniczkowego
(jednorodnego) o stalych wspélczynnikach postaci:

E:mggu):o, z€R".
=t ¥

Przyjmujac oznaczenia:

ar af

Df(z)= (H(z), Swsy a(m)) oraz b= (biy...ybn)T
mozemy zapisaé to réwnanie wekiorowo:

Df(z)b=0, zeR".
Zakladamy przy tym, ze b # 0. Rozwiazanie takiego
réwnania polega na opisaniu zbioru wezystkich funkeji
gladkich f : R™ — R!, ktére spelniaja punktowo to
réwnanie. Za pomoca liniowego podstawienia

T=Az, zeR",

zadanego nieosobliwg macierza A wymiaru n X n, mozemy
przeformulowaé to réwnanie nastepujaco:

Df(z)}b=0, ZER",
gdzie: b= Ab, f = fo A™', Jedli A jest macierza
takiego obrotu w R", ktéry nadaje wektorowi b kierunek
pierwszego wektora bazowego e; = (1,0,...,0)7, tj.

E: Ab =lb| €1,

to réwnanie to zredukuje sie do postaci kanonicznej

87 1= _ i

’ afl(z)——o, TER".

Takie réwnanie speinione jest przez funkcje , ktére nie
zaleia od pierwszej zmiennej %, (i tylko przez takie

funkcje). Zatem rozwiazanie ogélne wyjsciowego réwnania
stanowig funkcje postaci:

f=ToA4,

gdzie ?jest dowolng funkcja gladka niezaleing od pierwszej
zmiennej.

3.2. Zasada strukturalizacji polega na takim
przeformulowaniu problemu, ktére wzbogaca ubogie — lub
ujawnia ukryte — wilasnoéci strukturalne zadania. Dobrze
ilustruje to przyklad 5, w ktérym przejécie do wyzszych
wymiaréw umozliwilo nam skorzystanie z narzedzi nie
majacych jednowymiarowych odpowiednikéw. Aby lepiej
wyjaénié powyzsze lakoniczne streszczenie tej dyrekiywy,
prezentujemy kolejne dwa przyklady.

P8. Szereg liczbowy. Mamy wyznaczyé sume szeregu

2 #. Poniewa? szeregi funkcyjne maja bogatsza, teorie
n=1
niz liczbowe, wprowadzimy dodatkowy parameir z kladac
oo
z"l
S{z)= "

{z) z_; nan
Szereg powyiszy jest (jako szereg potegowy) bezwzglednie
gbiezny i réiniczkowalny na przedziale (—2,2). Wyjsciowe
zadanie polega w tym kontekscie na znalezieniu
wartodci S(1). Nalezy zauwagyé, Ze szereg pochodnych
jest szeregiem geometrycznym, a wiec jego suma moze byc
jawnie obliczona:

SHE n—1 S n
S'[z)=§zzn =%§)Lﬂ:213,

skad S(z):fS'(u}du:f;}:‘u =—-In(2-2z)+h2.

1] (1]

Mamy wigc ostatecznie S(1) = In 2.

Czytelnik z latwodcia dopatrzy sie tu schematu
dwustopniowego W = S;7 18,7525, w ktérym przyjeto
nastepujace oznaczenia:

W — sumowanie szeregu wyjdciowego,

S§: — wprowadzenie parametru,

S, — rézniczkowanie,

T - sumowanie szeregu geometrycznego,

S; ! — calkowanie,

87! - usuniecie parametru (obliczenie warfosci funkcji

w punkcie).

P9. Tréjkaty pitagorejskie. Ten klasyczny problem
polega na opisaniu zbioru wszystkich tréjek (a, b, ¢) liczb
catkowitych, ktére speiniaja wzér Pitagorasa

a2 4 b% = 2.
Pomijajac jedno oczywiste rozwiazanie — tréjke trywialna
(0,0,0) — wszystkie pozostale speiniaja réwnanie

2 2
)+ () -
c ¢
Dla wzglednie pierwszych a, b, ¢ problem sprowadza

sie zatem do opisania zbioru X punktow okregu

jednostkowego o obu wspéirzednych wymiernych
X=5'nQ?%.

Nasuwa to nam my€l znalezienia takiej parametryzacji

okregn S!, przy ktérej wszystkie (i tylko takie) punkty

beda, wyréznione. Do takiej parametryzacji prowadza

znane tozsamosci trygonometryczne

1—tg?a ’ 2tga

—_— sin 20 = ————.

1+ tg2a’ 1+tg?a

Mianowicie w interesujacej nas sytuacji fangensy te

83 liczbami wymiernymi. Szukamy wiec takich liczb

wymiernych w, by

cos2a =

2

— 2
—_— sin 2a = e
1+ w? 1+ w?

a zatem szukamy rozwiazan réwnania
1-w?\’ 4 ( 2w )2 =5
1+ w? 14w/

(1—w?)? +(2w)® = (1 +w*)%,

cos2a = .

czyli

Rys. 5
Jesli wiec w = =, to mamy
(n? — m?)? + (2nm)? = (n® + m®)?.
Zatem wszystkie wzglednie pierwsze tréjki (a, b, ¢),
speliajace wzdr Pitagorasa, sa postaci
(n? — m?,2nm,n* + m?),
a wobec tego wszystkie takie tréjki to
(k(n® — m?), 2knm, k(n® + m?)), dlak,n,meN

(aby sie przekonaé o koniecznosci wprowadzenia
wspélczynnika k, wystarczy rozpatrzyé tréjke (9,12,15)).



4. Uwagi koiicowe

Na zakoriczenie wymienimy w telegraficznym skrécie kilka
haslowych przykladéw. Interpretacje ich, w kontekscie
metody okreinej, pozostawiamy bardziej zaawansowanym
Czytelnikom w charakterze poZytecznego éwiczenia. A oto

Na tym zakorficzymy prezentacje zebranych przykladéw
w nadziei, iz stanowia one dostateczna, ilustracje metody
okreznej.

zapowiedziane przykiady:

P10. Znajdowanie rozwiazai réwnaf rézniczkowych
(transformata Fouriera, réwnanie algebraiczne, odwrotna
transformata Fouriera (wzbogacona o teorie calek

osobliwych)).

P11. Dowody istnienia rozwiazaf réwnan rézniczkowych
(przestrzenie Sobolewa (Biesowa, inne), dowody dla
rozwiazai nogélnionych, twierdzenia ,,0 wlozenin”

(Sobolewa, inne}).

P12. Obnizanie rzedu ukladu réwnad (uklad réwnas
Lagrange’a, inwolutywne przeksztalcenie Legendre’a,
wspaniale symetryczny uklad réwnai Hamiltona).

Autorzy pragna wyrazié serdeczne podziekowania

prof. Z.A. Melzakowi z University of British Columbia

w Vancouver, Kanada, za jego uwagi na temat heurystyki
matematyczne] w ogéle, a w szczegblnodci metody
okreinej, ktére byly inspiracja do napisania niniejszego
tekstu. Nazwa ,metoda okrezna” jest préba znalezienia
polskiego odpowiednika dla angielskiego terminu bypass
uzytego w omawianym kontekdcie przez prof. Melzaka

w jego interesujacej ksiazce pt. Bypasses. A simple
approach to complezity, J, Wiley and Sons, 1983, do ktérej
odsylamy Czytelnikéw zainteresowanych rozwinieciem
poruszonych tematéw,

Konstrukcja ta jest mozliwa, jesli

dwusieczne dziely plas

ostre.

=
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Patrz w niebo

Fizyka czastek elementarnych coraz czesciej znakomicie wspomaga astronomie — nawet
wiecej: wspdlczesna astronomia bez fizyki czastek elementarnych nie moglaby istnieé.
Przeciez cholby tak podstawowa sprawa, jak ,dlaczego gwiazdy éwieca”, zawdziecza
swoje wyjasnienie wladnie rozwojowi fizyki mikroéwiata. Korzysci w druga, strone

sa, zreszta tez oczywiste, mianowicie to Wszechswiat tu i 6wdzie stwarza czastkom
elementarnym takie warunki, jakich fizycy dlugo jeszcze (albo i nigdy) nie wytworza
w zadnym laboratorium. :

Astronomowie i fizycy sa jednakowo zainteresowani neutrinami. Te znane od dawna
czastki sa nadal tak tajemnicze, Ze nawet nie ma pewnoéci, czy ich masa jest zerowa
czy nie. A to ma ogromne znaczenie dla przyszlych loséw Wszechswiata. Gdyby masa
neutrin byla dostatecznie duza, to znaczyloby, 7e gestodé Wszechéwiata jest wieksza niz
nam sig teraz wydaje, moze nawet wieksza od krytycanej, tzn. obecne rozszerzanie sie
Wszech§wiata moze kiedy$ ustanie i zacznie sie jego kurczenie. Tak wiec masa neutrin
moze mie¢ znaczenie wrecz ,ostateczne”.

Ale ciekawych zagadniefi nie trzeba szukaé az tak daleko. Nasze spokojne i poczciwe
skadinad Storice kryje jeszcze niejedns zagadke. Jak wiadomo, Slofice emituje mniej
neutrin, niz nalezaloby oczekiwaé na podstawie naszej aktualnej o nim wiedzy.
Ogromna wigkszodé neutrin slonecznych powstaje w jednej z bocznych galezi reakcji
proton-proton, w ktérej produkowana jest gléwnie energia. Uwaza sie, Ze aby
teoretyczny strumieni neutrin byt réwny obserwowanemnu, temperatura centralna Slofica
powinna by¢ nieco nizsza niz to wynika ze wspdlczesnych modeli gwiazdy. Tempo
produkeji neutrin w owej bocznej galezi cyklu p-p jest, na szczeécie, bardzo czule na
temperature, mozna wiec uzgodnié je z obserwowanym strumieniem neutrin niewiele
zmieniajac tempo produkcji same]j energii. I wszystko byloby w porzadku, gdyby
znalazl sie rozsadny powéd, by temperature centralng obnizyé.

Otéi powdd taki zostal zaproponowany. Amerykanscy fizycy, William Press i David
Spergel, wysuneli hipoteze, Ze pewne czastki przewidywane przez nie sprawdzone
dotychczas teorie w rodzaju ,wielkiej unifikacji” czy ,supersymetrii” moga rozwiazaé
ten problem. Czastki te, zwane kosmionami lub wimpami (od Weakly Interacting
Massive Particles — stabo oddzialujace masywne czastki), obecne w Sloticu w ilosci
jedna na bilion innych, ulatwialyby transport energii z wnetrza Slorica. W rezultacie
Storice mogloby mieé obserwowang moc przy nieco niZszej temperaturze wnetrza

i problem neutrin zostalby rozwiazany.

Oczywiscie, to co tu powiedzieliémy, jest nieslychanie goloslowne i Czytelnik nadal nie
wie, ,jak jest naprawde”. Ale nie wiedza tego réwniez rozliczni specjaligci i zreszta
nie w tym rzecz. Nierozstrzygnietych zagadek jest bez liku, a chcialem na przykladzie
slonecznych neutrin pokazaé, jak wazny i ,jinterdyscyplinarny” moze by¢ marginesowy,
zdawaloby sig¢, problem pochodzacy z naszego najblizszego otoczenia.

dr Tomasz KWAST



