a
10 REM ##2IZ# 225X x2s
22 REM # HMAPQWANIE 2-D %
00 REM x4 2 ##8Ertiernes
4@ REM Ryszard Kutner.
czTErfwiec 88
S REM
8@ LET a=1.6
7@ REM Qi.q=2 - UspolrzIfdne
aEtUaLnE
5@ REM =1 ,x2 - uspblrgtdnq
péZInie lsre
98 INPUT “tspditrzednas qi="7ql
108 PRINT "“Uspdirzedna qi="Igi
113 IMNPUT “Wspdlrzadna q2=";q9q=2
128 PRINT “Uspdirz&dna 22:”;q2
1I3@ PRINT AT 21.0; " ifUcisniJ *;
Tddwolng klawiszi“
1460 PAUSE B: CLS
is@ LET nk=1886: REH Catkowita
LicZba krokow
1688 LET s5x1=132;: REM Przesuwa
PocCzatek Osi poZziomej
178 LET sx2=90: REM Przesuwa
pPOoOCZALER OSi pionowe
18@ LET 52=0.2: REM Czunnik -
skalu.jacy
198 LET sx=14.,3: REHM Czynnik
SKalujacy osie
=203 REHMH
213 REM Pa
220 PRIMNT 2T Lw s )
232 PRI PRINT : PRI Ll
FPRIMNT
242 PRINT : PRINT PRINT -
PRINT : PRINT
282 PRINT © 871 PRINT PRINT
PRINT : PRINT
2EQ PRINT PRINT . PRINT —d
278 PRINT . PRINT TAB_32; '>*"
2880 PRINT TAB &, " -4 TAB 15;
292 PRINT TARB 22,;' 4" .TRAB 29
e PRINT TAB 28 [®":5;"1"
310 PLOT ©,19: CRAL 244.0
320 PLOT 16.,@: DRAW @,17@ 4
3 REM
3a FoOR ‘{xd TO D2 STERP =2
as PLOT Tajf+&,19: DRAW @,3
o NEXT J
= ary BREM
5 FOR Jj=4 TO 22 STER
=9 PLST 19,7#j+5: DRAW 3,8
420 HEXT J
a1 REM
4230 REM Mapowanie
43 FOR el TO Nk
44 LET xlaql+and@e (l-qazqaz)
A= LET xE:}ﬂ—iﬂxlali-kﬂ-ixll
aB ELOT AXLFSX WXL  SRIFEX ¥R
47 ET qlmwxil: LET aAR@=x2
48 NEXT n
4.9 STOP

Na potrzeby tego artykulu nie odrdinia
si¢ mapy, cayli pewnego odwzorowania,
od tzw. ciecia Poincarégo jako

obrazu, tzn. rezultatu dzialania tego :
odwzorowania. Innymi slowy — mape
utoisamia si¢ z cigciem Poi.ucm;égu.

Uspgtrzdadna 1=0
usBaETZ84n3 33:3

x27 L[+ .23

-4 L

Mapy i dziwne atraktory

Dr haeb. Ryszard KUTNER

Czy wiecie, ie tradycyjna mechanika klasyczna Newtona przezywa swoja druga
milodosé? Spytacie — jakze to mozliwe, aby w mechanice, dobrze nam przeciez znanej
np. ze szkolnego podrecznika, bylo coé jeszcze naprawde do odkrycia? A jednak.

W ramach klasycznej, lecz nieliniowej, mechaniki Newtona zaobserwowano na drodze
eksperymentéw komputerowych zupelnie nowe efekty, ktérych istnienia domysélali sie
tylko nieliczni, jak H. Poincaré i A. Einstein.

Szybkie mapowanie

W poprzednim artykule z tego cyklu (Delta 2/1989) méwilismy o chaosie w tak
porzadnych ukladach, w ktérych na pierwszy rzut oka nie ma dla niego miejsca.
Byly to mianowicie tzw. uklady hamiltonowskie, dla ktérych mogemy jawnie
wypisac zaréwno energie kinetyczna, jak tez potencjalna. Méwiac obrazowo, chociaz
niezbyt écidle, zajmowali$my sie ukladami konserwatywnymi, nie kontaktujacymi

gie z otoczeniem, a dokladniej ich ewolucja w przestrzeni fazowej. W tym celu
kostruowaliémy za pomoca, programu komputerowego dwuwymiarows mape
Hénona-Heilesa dla konkretnego przypadku trzech nieliniowych, sprzezonych ze

soba, oscylatoréw (czyli ukladu o niewielkiej liczbie stopni swobody). Na drodze
eksperymentu komputerowego obserwowali¥my efekt polegajacy na tym, ze
konstruowana mapa, powyiej pewnej progowej wartodci energii calkowitej,
miala obok obszaréw regularnych takie obszary o przypadkowym rozrzucie punktéw.
Aby otrzymaé ten wynik, musieliémy jednak czekaé dhugo, okolo 15 minut (i to w
przypadku, gdy program pracowal pod dobrym polskim kompilatorem jezyka BASIC,
ToBoS-FP lub jego udoskonalona, wersjg ToBoS-DYD na mikrokomputer np. ZX
Spectrum 48k). Podobnie miala si¢ rzecz z analiza profesjonalna: trzeba bylo czekaé
diugo na wynik pracy nawet najwickszych komputeréw. I wtedy N.J. Zabusky (jeden
ze wspdlodkrywcéw solitonu) podsunat M. Hénonowi i C. Heilesowi pomysl, aby
napisaé algorytm pozwalajacy otrzymaé wprost, punkt po punkcie, trajektorie lesaca,
na mapie nie analizujac pelnej trajektorii ukladu w przestrzeni fazowej i zyskujac
tym samym znacznie na czasie. Chodzilo zreszta nie tylko o to. Towarzyszylo takiej
procedurze glebokie pytanie: czy dysponujac sama mapa mozna odtworzy¢ pelna
przeszlodé i przyszloéé danego ukladu?

Przypatrzmy sig zatem otrzymanej mapie (rys. 1) uzyskanej zalaczonym programem
o nazwie MAPOWANIE - 2D. Obszar obejmowany przez mape mozna podzielié na
dwie réine czedci. Pierwsza z nich, wewnetrzna, jest uporzadkowana i sklada sie

z regularnych, zamknietych trajektorii (z ktérych wybraliémy przykladowo dwie) oraz
z punktu leiacego w érodku. Eksperymentujac wspomnianym programem zauwaiycie
zapewne, ze tego typu wspélérodkowych krzywych (w obszarze ograniczonym od
zewnatrs najwieksza z nich) jest nieskoriczenie wiele. Co wigcej, punkty nalezace do
danej krzywej zapelniaja ja jak gdyby chaotycznie. Jest to, jak sie wydaje, jedyna
nieregularno&¢ pojawiajaca sie w tej czedci. Druga czedé, na zewnatrz, ma juz wyragnie
nieregularny charakter. Nalezy podkresli¢, iz reprezentyje ona, tak jak i poprzednie,
jedna trajektorie w przestrzeni fazowej. Wlasnie tego typu trajektorie nosza nazwe
orbit stochastyeznych lub ergodycznyeh, o czym méwili§my juz w poprzednim

PEs
c+0.27  artykule.
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10 PEM ##ES¥FEET XXX FTRERR
2@ REM # MAPOWANIE 1-0D *
SO BREM E348d %I XXX XTI 000
42 REM RuYszIard Kutner . .
i czerwiac 8s
=4 REM D:r\nac&a mapy9
6@ LET a@="MAPA HERNOMNA™
72 PRINT as
88 LET A=1.4
I LET B==0.3
1 LET ©=0
13 LET D=1,2 _
iz DEE FH FIiZ) sD-AFZ 3z /2
130 PRINT
14 REM U — Wapdirzedna i .
wczednie jsza
158 REM q — Wapdirzedna
aktualna
18@ REM % = Wspoirzedna R
poéZnie jsza
a7 INPUT “UWspdatrzedna u=";u
is PRINT “Wspdirzadna u [
is INPUT "UWspolrz&dna A =]
2a PRINT “WUspdlizZRdna g=";q
21 PRINT AT 21,@; " (Wcisnig "y
“JéwoLlng klawiszi®
229 PAUJUSE @: CLS
223D LET nk=200a: REM Catkoun;s
LicZba Krokow
24a®d LET sq@=138: REM Przesuus
poOCZALEN OSi pOoZiome.l
2SS LET sx@=320: REM Prrzesuwa .
pocCzAtek 03i FPionowe.j
280 LET s=0.4: REM CZynnik N
sKalujacy
278 LET saxsldrss: REM CzZYnnik
skalujacy osie
252 REM
298 REM Hapa
30 PRINT w“t Ca')s
216 BRINE PRINT : PRINT 4
FRIN
32@ FRINT PRIMNT PRINT
PREINT FRINT
33@ PRINT 2 PRINT PRINT
E PRI PRINT
Z4@ PRINT PRINT . PRINT —d
35O PEIMN PRINT TAB_ 30
6@ PRINT TAB &, "-4";TAB 1S
I7@ PRINT TARB 22" 4";TAB 30;
'
Ie@ PRIMT TAB 25, Cx7;s;"1"
5S¢ PLOT @,19: ChAU Zad,@
a@e PELOT 19.2: DRALD @,1%@
413 REH
420 FOR =d_ TO 32 STEP 2
ase PLAT 7%j+5,18: DRAW .3
4ad@ MNExXT J
4as@ REMH
4@ FOH =4 TOD =2 STEEP 2
i76 BLOT 18,7%j+6: DRAU 3.0
45a HEXT J
458 REM
S@@ REHM HMapouwanie
1@ FOR _n=1 TO nk
sE20 LET X=-B#u+23Czq+2 4
FH _Fi(q)
sS3@ PLOT =2q@+43Qx%q,Sx@+3qx &x
sS4 LET u=q: L q=:
EE@ MEXT n
EE@ STOP

MAPA HEMNOMA

Uspdtrz&dna w=0
Uspol rZ8dna a=0.5

%
b
"
(2]
&
-

q
C#@.43

Ten uklad réwnail program rozwiazuje
tzw. ulepszona metoda Eulera.

W zamiessczonym programie schemat
réinicowy tej metody zajmuje zaledwie
szedé prostych linii (od numeru 600

do 650).

Chaos — dziwne atraktory

Najdziwniejszymi ze znanych dotychczas map sa tzw. dziwne atraktory (po polsku
mozna by atraktor nazwaé ,sciagaczem”). Aby przyblizyé Wam pojecie atraktora,
posluze si¢ przykladem jednowymiarowego oscylatora harmonicznego thumionego,
czyli zanurzonej w cieczy kuleczki drgajacej na liniowej (spelniajacej prawo Hooke’a)
sprezynce. Po wprawieniu w ruch kuleczki drgania beda mialy charakter gasnacy ze
wzgledu na wystepowanie oporn oérodka. Jeieli zobrazujemy ten ruch w przestrzeni
fazowej, w kt6rej na osi poziomej odlozymy chwilowe polozenie naszej masy, a na osi
pionowej jej chwilowy ped, to trajektoria fazowa przedstawiajaca ewolucje naszego
ukladu skoficzy sie w punkcie, czyli zostanie jak gdyby do tego punktu Sciagnieta.
Punkt ten nazywamy wilasnie atraktorem; fizycznie biorac odpowiada on, oczywidcie,
spoczynkowi naszego wahadla. Jest to, rzecz jasna, najprostszy z atraktoréw -
punktowy. Nasuwa si¢ np. pytanie o postaé atraktora dla oscylatora harmonicznego
swobodnego, czyli poruszajacego sie jedynie pod wplywem sily sprezystosci. Jest

to elipsa w przestrzeni fazowej nalezaca do kategorii tzw. atraktoréw cyklicznych.
Pytanie o atraktory dla kolejno napotykanych (np. w podreczniku szkolnym) ukladéw
fizycznych mosna stawiad dalej. Nie zawsze odpowied? jest tak prosta jak powyiej.
W tym artykule zajmiemy sie dalej tylko takimi, ktérym nadano nazwe ,dziwnych”.

Na poczatku lat szedédziesiatych zdano sobie sprawe, iz atraktory moga mieé

bardzo skomplikowana budowe tworzac ciasno upakowane w ograniczonym obszarze
przestrzeni dziwnie zawiklane linie i plaszczyzny. Od tej wlasnie ,dziwnoéci” pochodzi
ich nazwa. Wéréd dziwnych atraktoréw mozna wyréini¢ hiperboliczne — nie najgorzej
juz zbadane i niehiperboliczne — co do ktérych wydaje sie, ze jestesmy dopiero na
poczatku Zmudnych badafi. W dalszym ciagu zajmiemy si¢ dwoma szczegdlnie
popularnymi dziwnymi atraktorami niehiperbolicznymi: tzw. atraktorem Hénona

i chyba najslynniejszym z nich wszystkich — atraktorem Lorenza. Ciekawostka

moze by¢ fakt, e dotychezas nie udalo sie écisle wykazad, iz sa to rzeczywidcie
atraktory. Wszystkie dotychczasowe przypuszczenia biora sie z tzw. eksperymentow
komputerowych (symulacji). Nie udalo sie bowiem, jak dotychczas, odnales¢ takiej
trajektorii, ktéra wczeéniej czy pésniej nie zostalaby dciagnieta przez te atraktory.

Za pomoca programu MAPOWANIE 1-D mozna narysowaé atraktor Hénona (rys. 2),
ktéry jest obiektem jednowymiarowym. Pomiedzy liniami o numerach 510 i 550
znajduje sie gléwny cykl rysujacy. Mapa jest postaci: zn4) = —B2a—1+2Cz, +
+2F(z,), gdzie n = 1,2,... numeruje kolejne iteracje, natomiast wspélczynniki mapy
zdefiniowano w liniach od numeru 80 do 110, podczas gdy funkcje F zdefiniowano

w kolejnej linii o numerze 120. Prosze zwrécié uwage na (wygodniejsze dla programu)
zastosowane oznaczenia: ZTn—; = u — wspélrzedna wezedniejsza, 2, = ¢ — wspélrzedna
aktualna, z,+1 = z — wspéhrzedna pééniejsza. Pomiedzy liniami o numerach 300 a 480
rysowany jest uklad, na ktérego osi poziomej odlozono wspélrzedng z,, a na pionowej
Zni1, % =0,1,2,... W ten sposéb tworzona jest potrzebna mapa, czyli przeksztalcenie
(Zn=1,Zn) = (ZTn,ZTnt1), » = 1,2,... Warto zauwaiy¢, Ze za pomoca zamieszczonego
programu mozna uzyskaé nie tylko dyssypatywna mape Hénona przyjmujac B = —b
(tutaj b jest dodatnia liczba rzeczywista; aby otrzymad dziwny atraktor, nalezy
podstawié po prostu b = 0,3) oraz A = 1,4 (wielkoé¢ parametru charakterystyczna
dla dziwnego atraktora), C =0, D = 1/2, ale takie inne mapy (trzeba pamietaé wtedy
o odpowiedniej definicji zmiennej tekstowej e$ w linii 60), np. konserwatywna mape
Hénona (A =2, B = 1, C - dowolne, D = 0) lub mape logistyczna ( A=a, B=0,

C = a/2, D = 0, gdzie a jest liczba rzeczywista). Poeksperymentujcie zamieszczonym
programem, np. startujac z réinych wspélrzednych poczatkowych u oraz g, aby
zaobserwowad przyciagajacy charakter atraktora. A moze sprébujecie, zmieniajac
odpowiednio czynnik s skalujacy osie ukladu wspéirzednych (zdefiniowany w linii
260), powiekszyé dowolny fragment atraktora i zaobserwowac wlasnodé lokalnego
samopodobiefistwa.

Zamieszczony program komputerowy o nazwie MAPOWANIE 3/2-D wykonuje
projekcje tréjwymiarowych obiektéw na plaszczyzne. Za pomoca tego programu mozna
narysowaé (rys. 3} i badaé atraktor Lorenza. Jest on atraktorem rozwiazania ukladun
trzech réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu postaci

z1=¢e- (22 — 21),
o =21 (p—23) — 22,
Z3 = %1 -Tz— [ Za,

dla nastepujacych wartodci parametréw: e = 10, u = 28, f =8/3.
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4 _TOoO 32 STERP_=2
7ai+6,19:;: DRAW ©.,3

B

T0o_ a2 STEP 2
19, 7#i+6: .DRAW 3,0

POWaEN:1&
1 - TO nk
Hlsql+dt #FM
Y2=q2+d L #FN
Y3 =q3+dtsFN
xl=ql+dtafFn
x2=qI+dtsFN
XDaqI+dt #FN
Sx14+aX 8xl, SXI 45X ¥xX2
axdl: LET H

s

FrodJekcja ATRARTORA

LS

LOREMZIA

Rys. 3

L
C*S)

Symulacja komputerowa za pomoca,
programu MAPOWANIE 3/2-D pozwala na
biezaco zaobserwowad, jak dziwnie poplatana
jest trajektoria fazowa atraktora Lorenza.
Na rysunku 3 przedstawiony jest jedynie
jego rzut z przestrzeni tréjwymiarowej

(21, z2, 3) na plaszczyzne (21, Z2, 33 = 0).
A moze sprébujecie sami rozszerzy¢ naszs
program komputerowy tak, aby rysowal
atraktor Lorenza w tréjwymiarowym
ukladzie wspélrzednych?

Wypada stwierdzié, Ze znaczne grupy
naukowcéw przyrodoznawcéw (fizycy,
chemicy, biolodzy itd.) pokladaja wciag
wielkie nadzieje w dziwnych atraktorach.

Badajac dane zjawisko w dluzszym przedziale czasu faktycznie widzimy je w pobliiu
jakiego# atraktora. Poczatkowo znane atraktory regularne nie rokowaly wiekszych '
szans wyjaénienia proceséw dyssypatywnych, ktére zawieraly elementy chaotyczne,
np. zjawiska atmosferyczne, przeplywy turbulentne, niektére reakcje chemiczne

itd. Dopiero pojawienie sie dziwnych atraktoréw zmienilo radykalnie sytuacje.

W nastepnych odcinkach z tego cyklu bedziemy méwié, w kontekscie dziwnych
atraktoréw, o bifurkacjach, a nastepnie o niestabilnych trajektoriach oraz fraktalach
dolaczajac krétkie programy komputerowe symulujace charakterystyczne efekty.

Atraktorom widzianym oczami matematyka, Pawla Géry, Delta podwiecila 16 numer z
cyklu zeszytéw pn. Przeczytaj, moze srozumiesz pt. Co to jest atrakior?. A moze sami jug
zaprogramujecie przedstawione tam przyklady atraktordw?

O chaosie i o dziwnych atraktorach mozna dowiedziec si¢ takZe z popularnego artykulu Chaos,
Scientific American, grudezieri 1986, tom 255, no. 6 (lub w radzieckiej wersji tego czasopisma
W Mirie Nauki 2, 16(1987)). Mozna znaleZé tam proposzycje prostych eksperymentéw do
samodzielnego wykonania, pozwalajgcych sbudowad dziwne atraktory. Szczegdlnie ciekawe,

a zarazem niezwykle proste do przeprowadzenia jest np. dofwiadczenie z ciekngcym kranem.

Wiecej przykladéw prostych atraktordw (z programami komputerowymi) mozna znalegé
w Fizyce w Szkole nr 5 i 6/1988.

Godna polecenia jest réwniez praca przegladowa Roberta Hellemana Self-generated chaotic
behavior in nonlinear mechanics, tom V (wyd. E.G.D. Cohen 1980) omawiajaca dziwne atraktory.

né

Ile Smurféw miedci sie w wiosce?

Co za pytanie? Przeciei kazdy wie, Ze jest 100 Smurféw i o ile Gargamel... No tak, ale
nie o to chodzi. Problem polega na okresleniu liczby Smurféw w rebusie liczbowym,

SMURF

SMURF
+8SMURF
WIOSKA
przy ktérej istnieje rozwiazanie, tzn. litery mozna zastapié cyframi (réznym literom
odpowiadaja rézne cyfry) tak, aby otrzymaé prawidlowo wykonane dodawanie.
Wyglada to na zwykla zabawe, ale odpowiedé na to, bad# co badi matematyczne,
pytanie moze wymagaé uzycia calkiem powainych metod. Warto ulozy¢ i zbadaé takie
inne tego typu zagadki, np. z ilu owiec moze skladaé sie stado:

OWCA

OWCA
+O0OWCA
STADO
albo czy DWA x DWA moze byé réwne CZTERY.
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