
10 REM *****************
20 REM * MRPOWANIE 2-D *
30 REM *****************
40 REM Ryszard Kutnei~czerwiec'SS Mapy i dziwne atraktory

Na potrzeby tego artykulu nie odr6znia
sie mapy, czyli pewnego odwzorowania,
od tzw. ciecia Poincarego jako
obrazu, tzn. rezultatu dzialania tego
odwzorowania. Innymi slowy - mape
utozsamia sie z cieciem Poinca;ego.

x2-t [*0.2]

REMLET a=1.6
REM q1~q2 - Wsp6trz~dne

aktualne
REM x:l,x2 - wspótrz~dne

p6ZniejSze:
INPUT "w:spótrZEtdna q:l:";a1PR:INT "W$pót izildna q:l="; a:l.
INPUT "w:sp6trZEt.dn-a q2=";a2

~~i~+~~s~i~~~~~~~i€~i~;~7
"dowolny Klawisz)"PAU5E 0; CLS

LET nK=:l000: R~~ci;~k~~~~~w
LET sX:l.=132: REM Przesuwa

poczatek osi poziomeJ
LET SX2=90; RE:r1 Prze$uwa .poczate~ osi pionoweJ
LET s=0.2: REM Czynnik ~

SKa lU.jClcy
LET $x=:14./s: ~~~lej:i~8i~Si~
REM
REM M.alpaPRINT "x2-t [*"#$, "]"PRINT PRINT PRINT" 4":
PR::INT
PRINT PRINT PRINT
PRINT : PRINT
PR:INT " 0": PR:INT PRINTPRINT PRINTPRINT PRINT: PR::INT "-4."
PRINT : PRINT TAB 30;" >"
PRJ:NT TAB e;"-4";TAB :15;" 0";PRINT TAB 22;" 4";TRB 29;"x :1"
PRINT TFlB 25'''[*'';$;''J''PLOT 0,19: DR~W 244,0
PLOT 19,0: DRFlW 0,:170REM
FO§L~T4.7~~+g~:1~;EbR~W 0,3
NEXT J
REM
FO~LdT4:1~~7;~+~;E~R~W 3,0
NEXT j
REt..,
REM MapowanieFOR n·=:1 TO nkLET x:1=q:1+a*q2*(:1-q2*q2)LET x2=q2-a*x:1*(1-x:1*x:1)PLOT sx:1+sx*x:1,sx2+sx*x2LET q:1=x:1: LET a2=x2
NEXT nSTOP

Dr hab. Ryszard KUTNER

Czy wiecie, ze tra~ycyjna mechanika klasyczna Newtona przezywa swoja druga
mlodosc? Spytacie - jakze to mozliwe, aby w mechanice, dobrze nam przeciez :r;nanej
np. ze szkolnego podrecznika, bylo cos jeszcze naprawde do odkrycia? A jednak.
W ramach klasycznej, lecz nieliniowej, mechaniki Newtona zaobserwowano na drodze
eksperymentów komputerowych zupelnie nowe efekty, których istnienia domyslali sie
tylko nieliczni, jak H. Poincare i A. Einstein.

Szybkie mapowanie
W poprzednim artykule z tego cyklu(Delta 2/1989) mówilismy o chaosie w tak
porzadnych ukladach, w których na pierwszy .rzut oka nie ma dia niego miejsca.
Byly to mianowicie tzw. uklady hamiltonowskie, dla których mozemy jawnie
wypisac zarówno energie kinetyczna, jak tez potencjalna. Mówiac obrazowo, chociaz
niezbyt scisle, zajmowalismy sie ukladami konserwatywnymi, nie kontaktujacymi
sie z otoczeniem, a dokladniej ich ewolucja w przestrzeni fazowej. W tym celu
kostruowalismy za pomoca programu komputerowego dwuwymiarowa mape
Henona-Heilesa dla konkretnego przypadku' trzech nieliniowych, sprzezonych ze
soba oscylatorów (czyli ukladu o niewielkiej liczbie stopni swobody). Na drodze
eksperymentu komputerowego obserwowalismy efekt polegajacy na tym, ze
konstruowana mapa,powyzej pewnej progowej wartosci en~rgii calkowitej,
miala obok obszarów regularnych takze obszary o przypadkowym rozrzucie punktów.
Aby otrzymac ten wynik, musielismy jednak czekac dlugo, okolo 15 minut (i to w
przypadku, gdy program pracowal pod dobrym polskim kompilatorem jezyka BASIC,
ToBoS-FP lub jego udoskonalona wersja ToBoS-DYD na mikrokomputer np. ZX
Spectrum 48k). Podobnie miala sie rzecz z analiza profesjonalna: trzeba bylo czekac
dlugo na wynik pracy nawet najwiekszych komputerów. I wtedy N.J. Zabusky (jeden
ze wspólodkrywców solitonu) podsunal M. Henonowi i C. Heilesowi pomysl, aby
napisac algorytm pozwalajacy otrzymac wprost, punkt po punkcie, trajektorie lezaca
na mapie nie analizujac pelnej trajektorii ukladu w przestrzeni fazowej i zyskujac
tym samym znacznie na czasie. Chodzilo zreszta nie tylko o to. Towarzyszylo takiej
procedurze glebokie pytanie: czy dysponujac sama mapa mozna odtworzyc pelna
przeszlosc i przyszlosc danego ukladu?

Przypatrzmy sie zatem otrzymanej mapie (rys. 1) uzyskanej zalaczonym programem
o nazwie ,MAPOWANIE - 2D. Obszar obejmowany przez mape mozna podzielic na
dwie rózne czesci. Pierwsza z nich, wewnetrzna, jest uporzadkowana i sklada sie
z regularnych, zamknietych trajektorii (z których wybralismy przykladowo dwie) oraz
z punktu lezacego w srodku. Eksperymentujac wspomnianym programem zauwazycie
zapewne, ze tego typu wspólsrodkowych krzywych (w obszarze ograniczonym od
zewnatrz najwieksza z nich) jest nieskonczenie wiele,. Co wiecej, punkty nalezace do
danej krzywej zapelniaja ja jak gdyby chaotycznie. Jest to, jak sie wydaje, jedyna
nieregularnosc pojawiaj aca sie w tej czesci. Druga czesc, na zewnatrz, ma juz wyraznie
nieregularny charakter. Nalezy podkreslic, iz reprezent1l-je ona, tak jak i poprzednie,
jedna trajektorie w przestrzeni fazowej. Wlasnie tego typu t,ajektorie nosza nazwe
orbit stochastycznychlub ergodycznych,o czym mówilismy juz w poprzednim
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x't [*0.4)

Rys. 2

dziwne atraktoryChaos

Najdziwni~jszymi ze znanych dotychczas map sa tzw. dziwne atraktory (po polsku
mozna by atraktornazwac "sciagaczem"). Aby przyblizyc Wam pojecie atraktora,
posluze sie przykladem jednowymiarowego oscylatora harmonicznego tlumionego,
czyli zanurzonej w cieczy kuleczki drgajacej na liniowej (spelniajacej prawo Hooke'a)
sprezynce. Po wprawieniu w ruch kuleczki drgania beda mialy charakter gasnacy ze
wzgledu na wystepowanie oporu osrodka. Jezeli zobrazujemy ten ruch w przestrzeni
fazowej, w której na osi poziomej odlozymy chwilowe polozenie naszej masy, a na osi
pionowej jej chwilowy ped, to trajektoria fazowa przedstawiajaca ewolucje naszego
ukladu skonczy sie w punkcie, czyli zostanie jak gdyby do tego punktu sciagnieta.
Punkt ten nazywamy wlasnie atraktorem; fizycznie biorac odpowiada on, oczywiscie,
spoczynkowi naszego wahadla. Jest to, rzecz jasna, naj prostszy z atraktorów -
punktowy. Nasuwa sie np. pytanie o postac atraktora dla oscylatora harmonicznego
swobodnego, czyli poruszajacego sie jedynie pod wplywem sily sprezystosci. Jest .
to ,elipsa w przestrzeni fazowej nalezaca do kategorii tzw. atraktorów cyklicznych.
Pytanie o atraktory dla kolejno napotykanych (np. w podreczniku szkolnym) ukladów
fizycznych mozna stawiac dalej. Nie zawsze odpowiedz jes,t tak prosta jak powyzej.
W tym artykule zajmiemy sie dalej tylko takimi, którym nadano nazwe "dziwnych".

Na poczatku lat szescdziesiatych zdano sobie sprawe, iz atraktory moga miec
bardzo skomplikowana budowe tworzac ciasno upakowane w ograniczonym obszarze
przestrzeni dziwnie zawiklane linie i plaszczyzny. Od tej wlasnie "dziwnosci" pochodzi
ich nazwa. Wsród dziwnych atraktorów mozna wyróznic hiperboliczne - nie najgorzej
juz zbadane i niehiperboliczne - co do których wydaje sie, ze jestesmy dopiero na
poczatku zmudnych badan.' W dalszym ciagu zajmiemy sie dwoma szczególnie
popularnymi dziwnymi atraktorami niehiperbolicznymi: tzw. atraktorem Henona
i chyba najslynniejszym z nich wszystkich - atraktorem Lorenza. Ciekawostka
moze byc fakt, ze dotychczas nie udalo sie scisle wykazac, iz sa to rzeczywiscie
atraktory. Wszystkie dotychczasowe przypuszczenia biora sie z tzw. eksperymentów
komputerowych (symulacji). Nie udalo sie bowiem, jak dotychczas, odnalezc takiej
trajektorii, która wczesniej czy pózniej nie zostalaby sciagnieta przez te atraktory.

Za pomoca programu MAPOWANIE l-D mozna narysowac atraktor Henona (rys. 2),
który jest obiektem jednowymiarowym. Pomiedzy liniami o numerach 510 i 550
znajduje sie glówny cykl rysujacy. Mapa jest postaci:Xn+l = -BXn-l + 2Cxn +
+2F(xn), gdzie n = 1,2, ... numeruje kolejne iteracje, natomiast wspólczynniki mapy
zdefiniowano w liniach od numeru 80 do 110, podczas gdy funkcjeF zdefiniowano
w kolejnej linii o numerze 120. Prosze zwrócic uwage na (wygodniejsze dla programu)
zastosowane oznaczenia:Xn-l == U - wspólrzedna wczesniejsza,Xn == q - wspólrzedna
aktualna, Xn+l == x - wspólrzedna pózniejsza. Pomiedzy liniami o numerach 300 a 480
rysowany jest uklad, na którego osi poziomej odlozono wspólrzednaXn, a na pionowej
Xn+l, n = O, 1,2, ... W ten sposób tworzona jest potrzebna mapa, czyli przeksztalcenie
(Xn-l, xn) -> (Xn, Xn+l), n = 1,2, ... Warto zauwazyc, ze za pomoca zamieszczonego
programu mozna uzyskac nie tylko dyssypatywna mape Henona przyjmujacB = -b
(tutaj b jest dodatnia liczba rzeczywista; aby otrzymac dziwny atraktor, nalezy
podstawic po prostub = 0,3) oraz A = 1,4 (wielkosc parametru charakterystyczna
dla dziwnego atraktora), C= O, D = 1/2, ale takze inne mapy (trzeba pamietac wtedy
o odpowiedniej definicji zmiennej tekstoweja$ w linii 60), np. konserwatywna mape
Henona (A = 2, B = 1, C - dowolne, D = O) lub mape logistyczna (A = a, B = O,

C = a/2, D = O, gdzie a jest liczba rzeczywista). Poeksperymentujcie zamieszczonym
programem, np. startujac z róznych wspólrzednych poczatkowychu oraz q, aby
zaobserwowacprzyciagajacy charakter atraktora.A moze spróbujecie, zmieniajac
odpowiednio czynniks skalujacy osie ukladu wspólrzednych (zdefiniowany w linii
260), powiekszyc dowolny fragment atraktora i zaobserwowacwlasnosc lokalnego
sarnopodobienstwa.

4" :

PR:INT

PRINT

REM
REM MapaPRINT .. ~<1'[*";s.;")"
~~~r:J=F PRINT PRINT
PRINT PRINT PRINTPRINT . PRINT
PRIt·JT..0": PRINT'
PRINT PRINT
PRINT PRINT: PRINT "-4"
PPINT : PRINT TAB 30:",""
PRINT TRB 6; "-4"~TRB· 1.5," 12l",

TAB 22;" 4";TRB 30,"q"

INPUT
~~~tjl
PRINT
PRINT

REM *****************
REM * MAPOWANIE :l-D *
REM *****************
REM Ryszard Ku~ner,c:zerwiec"SS

E~!f ~i;,~'P1~~~aH~~b~A"
PRINT a$
LET A 1.4­
LET B -0.3LET C 0
LET C' :l/2DEF F F(zJ=D-R*Z*z/2
PRINT
REM u

0~ lf\/"'''''''''''
1/ 'I '\

"-4 0 4 q
[*0.4)

MRPA HENONR
Ws.pó{.rz~dna u=0
Ws.p6lrz~dna q=0.5

1.701.80
"90
200
2"0

280
290
300
:31.0
320
330
340
3S0
360
370
380
390
4-0041.0420
430
4404-S0
4-50
4-70
4-804-90
S0051.0
520
530
S4-0
SS0
560

- Wsp6{rZ~dna
w czesn i e j:sz.a

:1.50REM q - Wspótrz~dna
akt.ualna

:l60 REM x - Wspótrz~dna
pÓzniej:sza

"1•.JsPC'l..rzo;?;.dna u=";u
"1..J:spÓ-t jzE?;.dna u="; u
"wsp6l..rZ~dna q=";q
·'wsp6trzE?;.dna q=";q
AT 21,0;"(WciSnij ";

"dowolny klawisz)"
220 PAUSE 0: CLS2:30"LET nk=201210: REM Cal:."kO~\lit.al i c z ba l<. r o·••...Ó w
240 LET sq0=132: REM Prz :suwa

poczat.ek osi p ziomej
250 LET :sx0=90: REM Prze uwa

poczat.ek osi p onaweJ
260 LET 5=0.4-: REM Czynn k

:S k lU .j.acy
270 LET Sqx=:l.4/:s: REM Cz nniKsKalu.ja y osie:

S0
E.070
80
90

"00
""0
120
"30
:l.4-121

Ten uklad r6wnan program rozwiazuje
tzw. ulepszona metoda Eulera.
W zamieszczonym programie schemat
r6znicowy tej metody zajmuje zaledwie
szell"cprostych linii (od numeru 600
do 650).

Zamieszczony program komputerowy o nazwie MAPOWANIE 3/2-D wykonuje
projekcje trójwymiarowych obiektów na plaszczyzne. Za pomoca tego programu mozna
narysowac (rys. 3) i badacatraktor Lorenza.Jest on atraktorem rozwiazania ukladu
trzech równan. rózniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu postaci

Xl = e . (X2 - xd,

X2 = Xl . (fIo - X3) - X2 ,

X3 = X l . X2 - f . X3 ,

dla nastepujacych wartosci parametrów:e = 10, fIo = 28, f = 8/3.

12



10 REM *******************
2121REM * M~POW~NIE 3/2-D *
30 REM *******************
40 REM Ryszard Kutner,C2erwiec~8e
~~ t~i= ~:~::~.,:~~~{.g~~::
70 LET cS="LORENZ~"
80 PRINT aS;b$; eS90 PRINT

~0121LET dt=0.0~: REM Elemen-
tarny Krok czasowy

:1.:1.0REM:1.20REM DEFINIC~~ ~TRAKTORA
:1.30REM Parametry at,aktora - e

; f ,m i

Symulacja komputerowa za pomoca,
programu MAPOWANIE 3/2-D pozwala na
biezaco zaobserwowac, jak dziwnie popla,tana
jest trajektoria fazowa atraktora Lorenza.
Na rysunku 3 przedstawiony jest jedynie
jego rzut z przestrzeni trójwymiarowej
(Xl, X2, Xa) na plaszczyzne(Xl, X2, Xa = O).
A moze spróbujecie sami rozszerzyc nasz
program komputerowy tak, aby rysowal
atraktor Lorenza w trójwymiarowym
ukladzie wspólrzednych?

x:1.
[*5)

'4-o-4-

4-

o

-4-

x21'" [*5)

Projekcja ATRAKTOR~ LORENZ~
Wsp6trz~dna a:l=0
Wspótrz~dna a2=10
Wsp6trz~dna a3=27

Rys. 3

Wypada stwierdzic, ze znaczne grupy
naukowców przyrodoznawców (fizycy,
chemicy, biolodzy itd.) pokladaj a,wciaz
wielkie nadzieje w dziwnych atraktorach.

Badaja,c danezjawisko w dluzszym przedziale czasu faktycznie widzimy je w poblizu
jakiegos atraktora. Poczatkowo znane atraktory regularnenie rokówaly wiekszych
szans wyjasnienia procesów dyssypatywnych, które zawieraly elementy chaotyczne,
np. zjawiska atmosferyczne, przeplywy turbulentne, niektóre reakcje chemiczne
itd. Dopiero pojawienie sie dziwnych atraktorów zmienilo radykalnie sytuacje.
W nastepnych odcinkach z tego cyklu bedziemymówic, w kontekscie dziwnych
atraktorów, o bifurkacjach, a nastepnie o niestabilnych trajektoriach oraz fraktalach

dola,czajackrótkie programy ~omputerowe symulujace charakterystyczne efekty.
Atraktorom widzianym oczami matematyka, Pawla Góry,Delta poswiecila 16 numer z
cyklu zeszytów pn.Przeczytaj, moze zrozumieszpt. Co to jest atraktor? A moze sami juz
zaprogramujecie przedstawione tam przyklady atraktorów!

O chaosie i o dziwnych atraktorach mozna dowiedziec sie takze z popularnego artykuluChaos,

Scientific American, grudzien 1986, tom 255, no. 6 (lub w radzieckiej wersji tego czasopisma
W Mirie Nauki 2, 16(1987)). Mozna znalez.c tam propozycje prostych eksperymentów do
samodzielnego wykonania, pozwalajacych zbudowac d~iwne atraktory. Szczególnie ciekawe,
a zarazem niezwykle proste do przeprowadzenia jest np. doswiadczenie z cieknacym kranem.

Wiecej przykladów prostych atraktorów (z programami komputerowymi) mozna znalezc
w Fizyce w Szkolenr 5 i 6/1988.

Godna polecenia jest równiez praca przegladowa Roberta HellemanaSelf-generated chaotic

behallior in nonlinear mechanics, tom V (wyd. E.G.D. Cohen 1980) omawiajaca dziwne atraktory.

e :1.0
f 6/3
m =28
F A (x ,',4 ,2) =e* (y-x)F B l:x > y , z) =x * (m i -z) -yF C l:x , y , z) =x *y - f *2

PRINT PR:INT
: PRINT
,.0": PRINT PRINT

PRJ:NT
PRINT : PP.:INT.'-4."

: PRINT TAB 30;" >"
TAB 8; "-4";TAB 15;

" 121";
PRINT T~B 22;" 4";TAB 29;"x:l"
PRJ:NT T~e 25;"[*";5;")"
~tg+ ~97~; g~~~ ~~t7~REM
FO~L~~47~~+g~1~~E~R~W 0,3
NEXT JREM
FO~L~T41~~7iJ+~:~bR~W 3,0
NEXT jREM
REM MapowanieFOR n=:l TO nk

LET y:1.=q:1.+dt*FNA(q:1.,a2,q3) /'2
LET y2=q2+dt*FN B(a1,a2,a3) /2
LET y3=q3+dt*FN Cl:a1,a2,. a3) /2
LET x:1.=q:l+dt*FNA(Y:l.y~3)
LET x2=a2+dt*FN B(~:1.,y2,

::!,~).
LET x3=a3+dt*FN C(Y:l,yY3)
PLOT sx:l+sx*x1,sx2+sx*x2
LET a1=x1: LET a2=x2:
LET q3=x3

NEXT nSTOP

4-50
4-60
4-704-804-90500
5:1.'"
52121
53'"
54-'"550560
57'"580590600
6:1.0
620
630
64-0
650
660670
680690

:1.4-0LET:1.50 LET
:1.60LET
:1.7121DEF:1.60 DEF:1.90 DEF
20121REM
210 REM q~;q2,q3 - Wsp6trz~ neaktu lne
22e REM x1,x2.x3 - wsp6trz~ ne

p6znie sze
23121REM y1,y2,y3 - wspótrz~ ne

posre nie
24-0 INPUT "Wspótrzadna q1=" q1
250 PRINT "Wsp6trz~dna q:1.="q1
260 INPUT "Wsp6trz~dna q2=" a2
270 PRINT "Wsp6t rz~dna q2=" a2280 INPLIT "I~lspótrzadna a:3=" q3
290 PRINT "Wsp6t l-zl;dnaq3=" q3300 PRINT ~T 2:1.,121;"(WciSni j ";

"dowo Lny klawisz)"
310 PRUSE 0: CLS
32121LET nk=2500: REM CatkowitaLiczba kroków
330 LET sx1~132: REM Przesuwa

poczAtek osi poziomej340 LET sx2=9\21:REM Przesuwa
poczAtek osi pionOwej

350 LET 5=5: REM Czynnik
skalujacy

360 LET sx=14/s: ~r~l::;3A.~8i~Sie
370 REM Mapa380 PRINT "x2<t-[*";s;"J"390 PRINT . PRINT . PRINT " 4":

PR::INT
4121121PRINT

PRINT410 PRINT
PR:INT

420 PP.INT
43121PRINT
440 PP.INT

14 Tf<AKjr)/(y
11:=2= ZJ)!<.o.-
Zflf:-Y q•

Ile Smurfów miesci sie w wiosce?
Co za pytanie? Przeciez kazdy wie, ze jest 100 Smurfów i o ile Gargamel. .. No tak, ale
nie o to chodzi. Problem polega na okresleniu liczby Smurfów w rebusie liczbowym,

SMURF
SMURF

+SMURF

WIOSKA
przy której istnieje rozwiazanie, tzn. litery mozna zasta,pic cyframi (róznym literom
odpowiadaj a, rózne cyfry) tak, aby otrzymac prawidlowo wykonane dodawanie.
Wygla,da to na zwykla, zabawe, ale odpowiedz na to, ba,dz co ba,dz matematyczne,
pytanie moze wymagac uzycia calkiem powaznych metod. Warto ulozyc i zbadac takze
inne tego typu zagadki, np. z iluowiec moze skladac sie stado:

OWCA
OWCA

+0 W CA

STADO
albo czy DWA x DWA moze byc równe CZTERY.

J.W.
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