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1. Weimy wielomian f(z) =z®+z+5. Mamy f(0) =5, f(1) =7, f(2) =11, f(3) =17.
S, to liczby pierwsze. Poniewai f(z) =z - (z + 1) + 5, wiec, oczywiscie, f(4) jest liczba
zlozona, podzielna przez 5.
Mozna sformulowaé pytanie ogélne: dla jakich liczb pierwszych p wielomian
flz)=2*+z+p

dla z=0,1,...,p — 2 przyjmuje wartosci bedace liczbami pierwszymi (jasne jest, ze dla
z = p— 1 liczba f(z) jest zloZona, podzielna przez p)?
Jui dla p = 7 tak nie jest: Liczba f(1) = 12 + 1 + 7 = 9 jest zloZona.
L. Euler wiedzial juz w 1772 roku, e wielomiany

2’ +z+3,2°+2+45,2°+z+11, 22 +2+17 i 2° +z+41
maja powyzsza wlasnodé. Od tego czasu nie znaleziono Zadnego innego. Od roku 1966
wiadomo, ze innych takich wielomiandéw nie ma.

Oméwie w dalszym ciagu, jak to udowodniono. Przeciez badanie wszystkich liczb
pierwszych p po kolei nie moge prowadzi¢ do celu!

2. Niech d bedzie ustalona liczba naturalna, niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby
naturalnej wiekszej od 1. Rozpatrzmy zbiér liczb A4 okreslony nastepujaco:

{2 +by/—d : a,bEC}, jezeli 4 fd+1,
Ay = {{aﬂ%? : a,b€C), jedeli4|d+1,
C oznacza tu zbiér zwyklych liczb calkowitych.
Tak wiec na przyklad: Ay ={a+b/=1: a,b e C},
Az ={a+b/-2: a,b € C},

ale Ag:{a+bl—j:—2-———- “_3:3,!:60},

poniewas 4 | 3+ 1.

Mosina fatwo sprawdzié, Ze suma, réinica i iloczyn liczb nalezacych do zbioru Ay tei
naleiy do tego zbioru. Zbiér ten ma wiele wlasnosci podobnych do odpowiednich
wiasnosci zbioru liczb calkowitych C. Na przykiad kaida liczbe z C mozna przedstawic
w postaci iloczynu liczb nierozkladalnych na czynniki. Podobnie jest z liczbami
kazdego ze zbioréw Ag.

3. Z kaidym zbiorem A4 wiaie sie pewna liczbe naturalng zwang liczba klas, ktéra
oznaczamy przez hqg lub po prostu przez h. Z grubsza mdéwiac, jezeli hqy =1, to
wiasnodci zbioru A4 s3 bardzo podobne do wlasnosei zbioru liczb catkowifych C, a im
liczba hgq jest wieksza, tym zbiér A4 jest bardziej skomplikowany. Na przykiad hs =1
wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze A4 kaida liczba daje sie przedstawxé jednoznacznie
w postaci iloczynu czynnikéw nierozkladalnych.

W 1935 r. C.L. Siegel udowodnit, ie Ixm ha = co. To znaczy, istnieje tylko skoficzona
liczba takich liczb d, ze hg = 1, tylko skoﬁczona. liczba takich liczb d, ze hq = 2, itd.

Juz C.F. Gauss w 1801 r. ndowodnil, e ha =1dlad=1,2,3,7,11,19,43,67 i 163.
Przypuszczano, ze innych 4 o tej wlasnoéci nie ma.

H. Heilbronn i E. Linfoot w 1934 r. udowodnili, Ze moze by¢ jeszcze co najwyzej jedna
taka liczba d, e hq = 1, tzw. hipotetyczna dziesiata wartos¢ d. Dopiero w 1967 r.
H.M. Stark wykazal, Ze tej dziesiatej liczby nie ma, tzn. mamy hg = 1 tylko dla
dsiewieciu liczb d znanych jui Gaussowi.

4. Jaki jest zwiazek miedzy tymi wlasnoéciami liczb hy a zagadnieniem rozpatrywanym
na poczatku dotyczacym wielomianéw prazyimujacych wartosci beda.ce liczbami
pierwszymi?

Otéz, F.G. Frobenius w 1912 r. i C. Rabinowitsch w 1913 r. udowodnili nastepujace
twierdzenie: Wielomian f(z) = 2® + z + p przyimuje dla 2 = 0,1,2,...,p — 2 wartodci
bedace liczbami pierwszymi wtedy i tylko wtedy, gdy dla d = 4p — 1 mamy ha = 1.

Stad na mocy twierdzenia Starka o liczbach d, dla ktérych ha = 1, od razu wynika,

ie wxelomlany znane Eulerowi wyczerpuja wszystkie w1elom1a.ny o interesujacej nas
wlasnosci.
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5. Wydawaloby sie, ze na tym problematyka ta zostala wyczerpana. A jednak nie!
Mo#na bowiem oczekiwad, iz z takimi liczbami d, Ze hg = 2 lub hg = 3 itd. mozna
réwniez zwiazaé pewne wielomiany kwadratowe, ktére dla z = 0,1,2,...,7 przyjmujs
tylko wartodci bedace liczbami pierwszymi.
d przypadek fi=) et )
Istotnie, w 1974 r. M.D. Hendy uogélnil twierdzenie Frobeniusa—Rabinowitscha

‘: P III :": I :"‘ +3 na prazypadek k = 2. Wiadomo, ze jezeli hy = 2, to liczba d musi by¢ jednej
= L x s .
for g I nad 48 2 nastepujacych postaci:
13 11 33: +2z+7 L d = 2p, gdzie p jest liczba pierwsza, nieparzysta,
;‘2 i, 2 51'1 I;I :"‘, + ?: ki II. d = q jest liczba, plerwsza, spelniajaca 4 | ¢ — 1,
ok = 5.7 m 5:: I 5a 4/ II. d = rs, gdzie r i & s3 ﬁczba._mi_ plerwszymi spelniajacymi r < 8 oraz 4 | r +s.
37 I 2z 422+ 19 W tych przypadkach Hendy rozpatruje, odpowiednio, nastepujace wielomiany:
51 =38-17 m 8z°+3z+56 3
58 = 2-20 I 22420 L f(z) =22°+p, 2=0,1,2,...,p— 1,
01=7-13 I 722+ 7Tz +5 IL f(z)=22°+2z+p,p=3%, 2=0,1,2,...,p-2,
115=5.23 I 5a” +56z+7 SR Lile - =
123=3-41 I 327+ 8z+411 L f(z) =rz® +rz+p, p= =, 2=0,1,2,...,p—2.
187 = 11-17 III 11:’ +11z+7 Hendy udowodnil, ze hy = 2 wiedy i tylko wtedy, gdy odpowiedni wielomian f(z)
235 = 5 - 47 111 5z° 4+ 5z + 13 sx * s £a3 s £ i
% k. e HY 834 hntiis dla wekazanych wartodci z przyjmuje wartosci bedace liczbami pierwszymi
403 =13.31 I 182% 4+ 13z+ 11 W 1975 r. HLM. Stark wyznaczyl wszystkie takie liczby d, ze ha = 2. Jest ich 18.
A3 =761 I 72" +7z+17 W tabelce obok podane sa te liczby i odpowiadajace im wielomiany.
Tak wiec z wynikéw Hendy’ego i Starka otrzymujemy na przyklad, ze tylko dla liczb
pierwszych p = 3,5,11 i 20 wielomian f(z) = 22% + p ma te wlasnoé¢, ze
dlaz=0,1,2,...,p — 1 kazda z liczb f(z) jest pierwsza. T¢ wlasno$¢ wielomianu
222 + 29 znal juz L. Buler w 1772 r.
6. Ostatnio O. Radi¢ znalazl kilka wielomianéw postaci kz? + kz + p oraz 2kz? + p,
ktére dla 2=0,1,2,...,p— 2 i odpowiednio dla z=0,1,2,...,p— 1 prayimuja wartos‘.t_;i
bedace liczbami pierwszymi. Sa wérédd nich pewne z wielomiandéw wymienionych wyzej,
a takie pewne inne, na przykiad 6z2 4 7.
Wydaje sie wiec, ze trzeba szukaé jakichs uogélnier twierdzeri Frobeniusa,
Rabinowitscha i Hendy’ego dla h > 3. Rozpatrzmy przypadek h = 4.
Wiadomo, ze jezeli hy = 4, to liczba d musi by¢ jednej z nastepujacych postaci:
I. d = 2pq, gdzie p i ¢ 83 réznymi liczbami pierwszymi,
II. d = 2p, gdzie p jest liczbg pierwsza nieparzysta,
1. d = pq, gdzie p i ¢ s3 réZnymi liczbami pierwszymi,
IV. d = p, gdzie p jest liczba pierwsza nieparzysta,
V. d = pqr, gdzie p, ¢ 1 r 83 réznymi liczbami pierwszymi.
Ograniczmy sie do przypadku 1. Z istniejacych tablic liczb kg dla d < 500 mozna
d (=) wypisaé wszystkie takie licaby d postaci I, ze hy = 4. Liczb takich jest 7. Zapei:me
30 =2-3.5 622 + 5 innych takich liczb d nie ma, ale dotad nikt tego nie udowodnit, tak jak to zrobit Stark
42 =2.3.7 6z + 7 dls h=143h =%
70=2:5-7 102 + 7 . . ; ! ;
78 = 2.3.138 6,__: ++13 Dla ka'sde.go !:a.klego d = 2pq, g_dz:e g<p rozpatrzmy wielomian f(z) = 2qz’_‘ + 7.
102=2:8-17 6z 417 Okazuje sie, ze kazdy z tych wielomianéw f(z) dla z=0,1,2,...,p —-1 przyjmuje
130 =2-5-13  10z” +13 wartodci bedace liczbami pierwszymi. Liczby d i odpowiadajace im wielomiany

190 =2-5-19 10z* + 19

podajemy w tabelce obok.

Dla d = 42 otrzymujemy wielomian podany przez Radicia. Réwnie dobrze mozna by tu
rozpatrywaé wielomiany 2pz? + g. Majg one analogiczna wiasnosc.

7. Co dalej? Oczywidcie, mozna prébowad zbadaé analogicznie inne male wartodci h,
choé dotad nie zostaly wyznaczone wezystkie takie liczby d, ktére odpowiadaja danej
wartodci b > 3. Nie jest jednak jasne, jaki wielomian nalesy prazyporzadkowac danej
liczbie d. Jak widzielismy wyzej, budowa takiego wielomianu byla réina w réznych
przypadkach.

Interesujace, cay mozna pobié rekord Eulera, tzn. znaleZé wielomian postaci

kz? + kz + p lub 2kz? + p, gdzie p jest liczba pierwsza wiegksza od 41, ktéry

dla £ =0,1,2,...,p — 2 lub odpowiednio z = 0,1,2,...,p — 1 przyjmowalby tylko
wartodci bedace liczbami pierwszymi. Z pewnej ogélnej hipotezy A. Schinzla

o wielomianach, tzw. hipotezy H, wynika, Ze taki wielomian istnieje.

8. Czytelnik pragnacy uzyskaé dokiadniejsze informacje na tematy omawiane wyiej
moze siegnaé do ksigzek:

W. Narkiewicz, Classical problems in number theory, Warszawa 1986.

W. Sierpifiski, Elementary theory of numbers, Warszawa 1987.
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