O funkcjach a‘rytmetycznych i splocie Dirichleta

Dr Jerzy
- RUTKOWSKI

Rozpatrgmy punkty 4 i A, ktére
pokrywaja sie po zgieciu kartki oraz
dowolny punkt B na zgieciu, Widad,
#e linia zgiecia sklada sie 2 punktow
réwno odleglych od A i A'; jest zatem
prosta,.

-

Jednym g dzialéw teorii liczb jest teoria funkeji arytmetycznych, tj. funkecji o wartodciach
liczbowych okreslonych na ghiorze N liczb naturalnych. A oto kilka przykiadow funkcji
arytmetycznych.

Przyklad 1. Suma dzielnikdw — 0.

Dla kasdego n € N okredlamy o(n) jako sume dzielnikéw naturalnych liczby n. Mamy

o(1) = 1. Jedli n > 1, to mozemy n przedstawi¢ w postaci iloczynu poteg réznych liczb
pierwszych n = p’l“ «... p¥r gduie r,ky,...,kr € N (jest to tzw. rozklad kanoniczny liczby n).
Rogpatrzmy nastepujacy iloczyn sum

(#) (Q+pi+pi+..+o5) 0 +pa+pE+ . +p5) (e +p]+.+pfT).

Po wykonaniu mnogett otrzymamy sume (k; + 1)(kz + 1) - ... (kr + 1) réznych iloczyndw, przy
czym kazdy & tych lloceyndw jest dzielnikiem liczby n i na odwrdt — kagdy dzielnik liczby n jest
jednym z tych iloczynéw. Zatem wyragenie (*) jest suma wszystkich dzielnikéw naturalnych
liczby n. Korzystajac ze wzoru na sume wyrazéw ciagu geometrycznege otrzymujemy, te
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Np. dla n = 600 = 2° - 3 - 52 mamy
28—-1 31 51

WRV=FF T4 =1

=15-4-31 = 1860.

Przyklad 2. Liczba dzielnikéw — 7.
Liczbe dzielnikéw naturalnych liczby n oznaczamy przez 7(n). Oczywiscie, 7(1) = 1.
Jedlin>1in= pf‘ I pf“ jest rozkladem kanonicznym liczby n, to £ rogwazan
w przykladzie 1 wynika, Ze

r(m) = (ks + 1) (ks +1) .- (ke +1).
Np. mamy 7(600) = 7(2%-3-5%2)=4-.2-3 =24,

Przyklad 3. Funkcja Eulera — .

Dla dowolnego n € N okredlamy @(n) jako liczbe takich liczb naturalnych k, zek<n

i (k,n) =1 (tzn. nie maja innych wspéinych dzielnikéw niz 1, czyli s weglednie pierwsze).
Np. (10) = 4, poniewas istnieja dokladnie 4 liczby naturalne nie wigksze od 10 i wzglednie
pierwsze z 10 (sa to 1,3,7 i 9). Mamy tez p(1) = 1. Jesli p jest liczbg pierwsza i k € N, to
w(p*) = p* — p*~1, poniewai wsréd liczb 1,2,... ,p¥ co p—ta nie jest weglednie pierwsza z p*.
Dowodzi sie, ze jesli n = p'fl ....-pFr jest rozkladem kanonicznym liczby n, to

o(n) = (p%* —pb2 ") (pk? —p52 1) .- (pFr — 25 TY).

Przyklad 4. Funkcja Maobiusa — p.
Funkcja ta okredlona jest wzorem

1, jedli n = 1; >
p{n) = < (-1)7, jeslin=p;y-...-pr, gdsie p1,...,pr 53 réinymi liczbami pierwszymi;
0 w pozostalych przypadkach.

W szczegdlnosci mamy p(2) = p(3) = —1, u(4) = 0, u(5) = -1, pu(6) = 1.

Przyklad 5. Funkcja e okreslona wzorem

e(n) = {

Przyklad 6. Funkcja I, gdzie I(n) = 1 dla kagdego n € N.

1 dlan=1;
0 dlan>1.

Przyklad 7. Funkcja T, gdzie T(n) = n dla kagdego n € N.

Zwréémy uwage, #e jedli f jest ktérakolwiek z siedmiu powygszych funkcji arytmetycznych,
to f(1) =1 oraz

£(pkr -ph2 ... opkr) = F(P})1(057) - .- £(pE")
dla dowolnych r, ky, ..., k; € N i dowolnych liczb pierwszych py,...,pr. Funkcje arytmetyczna
o takich wiasnodciach nazywamy multyplikatywns.

Funkcje arytmetyczne moina w zwykly sposéb dodawaé i mnogzyé. Mamy np. (7 + o)(600) =
= 24 + 1860 = 1884, (7 - 0)(600) = 24 - 1860 = 44640.

Jednakse w zbiorze funkcji arytmetycznych mozna okresli¢ jeszcze inne dzialanie, kidre jest
niezmiernie uzyteczne w teorii tych funkcji. Dzialanie to, zwane splotem Dirichleta, ognaczamy
symbolem # i ckreslamy je nastepujaco: dla dowolnych funkeji arytmetycenych f i g oras

dowolnegon € N
(£ =9)(m) = > 5@ g(%) .

din
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Symbol E ceytamy: ,suma po d dzielagcych n", a jego znaczenie niech wyjasnig przykiady.
din

Aby obliczy¢ np. (¢ » 7)(21), znajdujemy wpierw wszystkie deielniki liczby 21, czyli 1,3,7 i 21.

Nastepnie obliczamy

(e )@ =Y eld) 7(5) = w)r@) + w(E)r() + p(1)r(3) + p(21)r(1) =

d
d|21
=1-442-246-2+12-1=32.
Dla dowolnego n € N mamy

(I+D(n) =) 1=1(n)

FIZYCZNE NOWINKI s 2
(T+D)() =) d=o(n). z

djn
Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL
g Wykagemy, ze g + I = T, cayli ie dla dowolnego n € N zachodsi réwnodé 2 e(d) =n.
d
MROZONE ATOMY =
mkéw: L, 2 =l n jac kasdy = nich do postaci
T Rozpatrzmy n wlamkéw: -, =, ... 2=, & Doprowadzajac y 2 nich do p

w pewnym sensie tak. Co ciekawe, role nieskracalnej otrzymamy nowy uklad n ulamkéw o mianownikach bedacych dzielnikami n, prey
lodéwki pelni wiazka swiatla laserowego. Juz cgym dla kaidego d dzielacego n dokladnie p(d) ulamkéw o mianowniku d wystepuje w tym

pod koniec lat siedemndziesiatych stwierdzono, .
2 poddbnie, jik:lnka: ping~pongowa nowym ukiadzie. Stad nasza réwnodé.

C I . s . . t
E::‘:viz:ad:'z::e;g:r;;:; p;d s;l::;:gnfl_ sk Udowodnimy jeszcze, e p+ I = e. Jedlin = 1, to (neI ](1) = p(1)1(1) k: 1= e(lg. Nlec‘h teras
odpowiednio dobrane swiatlo lasera moze n bedzie liczbg naturalng wiekszg od 1 o rozkladzie kanonicenym n = p13 veespet . Kazdy
petnic role "sclany” | chlodzi¢ atomy dzielnik d liczby n jest postaci p}'* -... - p/"", gdzie 0 < m; < k;dlai=1,...,r. Jedlidla
Skupienie wiazek swiatia z kilku laserew 3 " e
ustawionych z réznych stron jest wiec w pewn‘ego bietos > 1 b wiedyiind) =0, Wobe tiro
stanle stworzyc takie “pudelio” (nazywane w i Z = Z = iy =
tym preypadku pulapka), w ktérym {'u * I}(n} H(d) “{d} (1 " ﬂ[?:)) (1 +* n{pg}) ( * p(p;})
uwlezione atorny mozna chledzic. Zmiana din dlpyeopr
pedu atomu po absorpeji fotonu jest, =0:0: .0=0
oczyvwiscie. niewielka | nie moze przekroczye == e
h/h, adzie h jest stala Plancka a A diugoscia Zatem istotnie ps I = e.
fali swiatla lasera. Na prazykiad atomy sodu

{uzywane w wickszosci eksperymentow) Funkcja e zachowuje sie calkiem ciekawie. Dla dowolnej funkeji arytmetycznej f i dowolnego
maja w temperaturze pokojowel predkode n €N otrg iemy bowiemn, ze

okoto 1000 myfs. Pray absorpeil 26ltego € VEAIERY ! -

fotonu predkesc ta maleje o 3 crnfs. Oznacza vel(n)= E d e(—) = fin

to, ze dopiero po zaabsorbowaniu i (f +e)(n) f(d) d ),

wyemitowaniu penad trzydziestu tysiecy dln

fotondw:. temperatura atomu sedu moze poniewaz dla d < n mamy e(n/d) = 0. Zatem f »e = f. Czytelnik moge sprawdei¢, ze réwniez

obnizyc sie do rejonu zera bezwzglednego
Jezell odpowiednio dobierzemy energie

fotonéw (hu) tworzacych pulapke (ze - 4 4 i s 1
wazpiedu na efekt Dopplera energia ta musi Udowodnilimy wige nastepujace réwnosci splotowe:

e+ f = f dla dowolnej funkcji f.

by¢ minimalnie mniejsza niz roznlca energii IsI=7, Tsl=0, @os»I=T, psl=e¢ i fxe=f.

stanow elektronowych w atomie), to atom : . X . X L =il
poruszalacy sie w strone danege lasera Réwnodci takie sg ciekawe same w sobie, ale na tym ich rola sie nie koriczgy. Ich gnaczenie
bedzie przez niego hamowany. W ten spossb ilustruje nastepujace twierdzenie: . -

mozna w niewielkiej objetosci (rzedu Jesli w réwnodci f * g = h ktérekolwiek dwie funkcje sa multyplikatywne, to i trzecia jest
104 em3) utrzymywaé przez munuty multyplikatywna.

ochlodzone atormy. Poczatkowo te technike

zastosowano do jonow, péznie) udalo sie Z twierdzenia tego natychmiast wynika, ze np. funkcja Eulera jest multyplikatywna, bowiem

schiadza¢ atomy W jednym z ostatnich
eksperymentdw grupa fizykéw z National
Bure St j . ' 3 < 2 < . 5 .
pi’zr;"‘;l;i;ﬂ::ifj Py sidi:;‘-lilr‘:;fh S8 Daiatanie » ma ssereg poiadanych wiasnodci. Jest ono praemienne, laczne i rosdsielne

Jednym punkeie wiazek laserowych, zdolala  Wegledem zwyklego dodawania funkcji. Ponadto, jak to jué wykazaliémy, funkcja e zachowuje
ochlodzic gaz zlozony z atoméw sodu do si¢ tak jak liczba 1 przy mnogeniu liczb.

rekordowe) temperatury 0,000043 K, czvli

43 pK Tak schicdzone atomy zachowuja st Wykorgystanie tych algebraicznych wlasnosci splotu Dirichleta gilustrujemy dowodzac

Jak bardzo gesta ciecz, stad pulapkowane w sposdb czysto algebraiczny, e jedli dla dowolnego n € N gachodszi réwnodé F(n) = E £f(d),

atommiy ca czasern nazywane "optyczna

eI =T ifunkcje I oraz T sa w sposdb oczywisty multyplikatywne.

d
melasa”. Szalenie zabawny jest fakt, 1z v . Vi in
teoretycznie przewidywany limit dla tej to dla kaidego n jest teg f(n) = 2 F(d) p(%). Mamy
metody chlodzenia wynosil okolo 240uK. W d|n
zwiazku z tymi przewidywaniami grupa 2
Bell Laboratories (stan New Jersey, USA), F=fs«I = Fwsp=(feDsp <> Frp=[fxIrp) <=

“ktora przed kilku laty uzyskalala dokladnie PN vpu=fre <= Fsp= E— =Fs*pu.

wartoée 240uK, byla przekonana, . ze Tl p=f !

osiagnela juz granice mozliwedei Tymezasern - Dowdd zostal zakoriczony.

okazalo si¢, 2e przesunigcie czestotliwosci ] . 2 g )
laserdw o 20 MHz ponizej czestotliwoscl Niech Cezytelnik, wzorujac sie na nim, sprébuje wykazac twierdzenie odwrotne do dopiero co

rezonansowe] (w poréwnaniu z 5 MHz udowodnionego.
stosowanymi przez grupe z Bell Laboratories)

date znakomite rezultaty Teoretycy musza  Wyprowadzimy jeszcze réwnosé splotowa g + r = o wiasaca wasne funkcje @, r i 0. Mamy
Wigt na nowo wziac sie do pracy, =wlaszcza

2e ostatme rezultaty grupy z Maryland prT=p4 (I Iy= (p* f) e I'=TsI=0.

i S B i Na zakoriczenie éwiczenie dla Caytelnika: udowodnié, e jedli f # 01 g # 0, to réwniez fxg #0
osiagnigoia Jeszoze nizszych temperatur w . :

laserowych pulapkach (symbol ,0” oznacza tu funkcje zerowa).
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