
Klub 44
Termin nadsylania rozwiazan:

31 V 1989

Ski6t regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerzen + 4. Mozna nadsyla{ rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki ml:lezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO do 1 z dokladno€cia do 0,1. Ocene mnoz>:my
przez wspólczynnik trudno€ci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1989.

Zadania z matematyki nr 18'1,188

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

187. Na plaszczyznie z kartezjanskim ukladem wspólrzednych laczymy punkty (O,O) i
(1,1) krzywa o parametryzacji x = ~(t), Y = ",(t); ~(o) = ",(O) = O, ~(l) = "'(1) = l;
zakladamy, ze ~ i '" sa niemalejacymi ciaglymi funkcjami zmiennejt E {O;l}. Czy
kazda taka krzywa da sie pokryc 10 prostokatami o boka.oh równoleglych do osi ukladu
tak, by pole kazdego z nich bylo nie wieksze niz 1/100?

188. Rozwazamy ciag(Xn) okreslony wzorem rekurencyjnymXn+l = IXn - 2:....nl·
Przedyskutowac (w zaleznosci od wartosci poczatkowego wyrazuXo E R) zbieznosc
ciagu (Xn); w razie zbieznosci - znalezc granice.

Zadanie 188 zaproponowal pan Henryk Kornacki z Augustowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1988
Przypominamy tresc zadan:
179. Rozwiazac w liczbach nieujemnych równanie

(o: + (o:yr/2 + y) 1/3 = (0:2/3; y2/3) 112.

180. Wykazac, ze szachownice2n X 2n, z kt6rej wycieto jedno
pole, mozna pokryc nie zachodzacymi na siebie plytkami
,.trimino" (tj. majacymi ksztalt litery L zlozonej z trzech
kwadrat6w jednostkowych).

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 173(WT=3,09) i 174 (WT=I,26)

z numeru 8/1988

Krzysztof Jedziniak - Ka.towice 44,86pkt
Adam Ruszel - Krosno 43,81pkt
Adam Przezdziecki - Warszawa. 42,8Spkt
Edwa.rd Orzechowski - Warsza.wa. 42,03pkt
Ka.zimierz Serbin - Sa.nok 40,12pkt
Andrzej Bonk - Chelmz•• 39,99pkt

Pan Jedziniak po raz wtóry zgromadzil
44 punkty

179. Wszystkie pary(x, y) takie, zex = y, sa rozwiazaniami równania. Pokazemy, ze
innych rozwiazan nie ma. Przypuscmy, ze równanie jest spelnione przez liczbyx, y ~ O

nie równe jednoczesnie zeru. Przyjmijmy oznaczenia: c= X2/3 + y2/3, U= X1/3C-l/2,
V = y1/3C-1/2. Liczby u i v zwiazane sa zaleznosciau2 + v2 = l, a równanie przybiera
po prostych przeksztalceniach postac

u3 + (UV)3/2 + v3 = _3_.
2\1'2

Skoro u2 + v2 = l (u, v ~ O), istnieje liczbato E {O;~} taka, ze u = costo, v = sin to.
Tak wiec funkcja

f(t) = (cos t)3 + (sin tl + (cos tsin t)3/2, •

ro~wazana na przedziale {O;~}, przyjmuje dlat = to wartosc ~. Jej pocho~na

!,(t) = ~(cos t sin t) 1/2(COS t - sin t)( cost + sin t - 2(cost sin t) 1/2)2

jest dodatnia w przedziale (O;~), a ujemna w (~; ~). Zatemf przyjmuje w punkcie ~

(i tylko tam) swa wartosc maksymalnaf(~) = ~. Wobec tegoto = ~, a to znaczy,
ze u = v, czyli x = y. [Inne rozwiazanie: Mozna przyjac, ze:t > o. -Przez podstawienie
y/x = t6 sprowadzamy równanie do postaci 8(1+ t3 + t6)2 = 9(1 + t"')3. Róznica miedzy
prawa a lewa strona daje sie nastepnie (pomijamy szczególy przeksztalcen) wyrazic
jako iloczyn

(t - l)'" (t"'(t + 2)2(e + l) + (2t + 1)2(t2 + l) + 5t2(t2 - 1)2);
jest wiec zerem tylko dlat = l, co odpowiada temu, ze w wyjsciowym równaniu musi
byc x = y.l

!=44

180. Indukcja. Szachownica21 x 21 bez pola - to pojedyncze trimino. Zalózmy
prawdziwosc tezy dla pewnegon i wezmy szachownice2n+1 x 2n+1 bez jednego pola.
Dzielimy ja na cztery szachowniceA, B, C, D o wymiarach 2n x 2n• Powiedzmy, ze
brakujace poleP znajdowalo sie w kwadracieA. Z kazdego z kwadratówB, C, D
usuwamy pole majace wierzcholek w punkcie srodkowym duzego kwadratu. W mysl
zalozenia indukcyjnego mozemy pokryc plytkami trimino zarówno kwadratA bez
pola P, jak i kwadraty B, C, D (kazdy bez jednego pola) - a trzy pola usunietez tych
trzech kwadratów daja sie nakryc jeszcze jedna plytka. Stad slusznosc tezy dlan + l,
wiec i - przez indukcje..:. dla wszystkichn.
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Zadania z fizyki nr 85, 86

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

85. W plaskim kondensatorze jedna z dwu poziomych okladek o powierzchniS jest
zawieszona na czterech jednakowych sprezynkach o wspólczynniku sprezystoscik nad
druga, nieruchoma okladka. W stanie nie naladowanym odleglosc miedzy okladkami
wynosi do. Kondensator ladujemy impulsowo (zaniedbywalny czas ladowania) do
napiecia U. Przy jakiej wartosci U nastapi zetkniecie sie okladek?

86. Rozpatrzmy gejzer majacy duzy, podziemny zbiornik wody nagrzewany cieplem
Ziemi oraz waski kanal laczacy ten zbiornik z powierzchnia;Ziemi (rys. 1). Aktywnosc
gejzera ma charakter okresowy. Podczas okresu spokojnego zbiornik oraz kanal sa
w calosci wypelnione woda. Z chwila, gdy woda w podziemnym zbiorniku osiagnie
temperature wrzenia, zaczyna sie aktywny okres gejzera. Przyjmujac, ze podczas
trwania okresu aktywnego - który jest znacznie krótszy od okresu spokojnego - caly
kanal wypelnia uchodzaca na zewnatrz para wodna, oszacowac, jaka czesc wody
zawartej poczatkowo w zbiorniku gejzera ulega wyrzuceniu w postaci pary, jesli kanal
siega na glebokosch = 100 m.
Przyblizone 'wartosci ciepla parowania oraz ciepla wlasciwego wody wynosza
odpowiednio r= 2 . 106 J/kg oraz c= 4 . 103 J/kgK. Na rysunku 2 przedstawiono
zaleznosc cisnienia nasyconej pary wodnej od temperatury.
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Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/1988·

3~lm-bC
P.I----A, : B

I I

Przypominamy tresc zadan:
77. Jaka co najmniej silaF trz'eba dzialac na tlok strzykawki,
aby wylatujacy z niej przez otworekw górnej sciauce strunlieli
wody wznos iI sie na wysokosch = 5 m? Srcdnica tlokadl' =
30 mm. srednica otworu w' sciance -.d2 = l mm. Czy
zaopatrzcnie otworu w dyszke jak na rysunku 3 bedzie mialo
wplyw na sile F oraz na predkosc przesuwu tloka?

Rys. 3 Rys. 4

v. 3Vo V
78. Obliczyc stosunek ilosci ciepla pobranego przez
jednoatolnowy gaz doskonalyw dwóch wariantach pr2.emiany
(rys. 4): l) A .....•B .....•C, 2) A .....•D .....•C ..

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 71(WT=2,Ol) i 72 (WT=1,58)

z numeru 8/1988

Blizsze om6wienie problemu wyplywu
cieczy przez otwór oraz rurki o r6znych
ksztaltach mozna znalezc w ksiazce
A. Nadolny, K. Pniewska: Olimpiady
Fizyczne XXIX-XXXI, WSiP, Warszawa
1986. str. 173-175.

77. Gdyby nie bylo zadnych strat energii (na tarcie tloka o scianki, opór powietrza
itp.), przyrost energii potencjalnej porcji wody o masie~m, wyrzuconej na
wysokosc h, tlE = tlmgh (g - przyspieszenie ziemskie) bylby równy pracy tloka nad
wycisnieciem tej ilosci wody ze strzykawki~L = F ~l, gdzie ~l = 4~m/ p7rd12jest
odpowiednim przesunieciem tloka(p - gestosc wody).
Z przyrównania ~E = ~L wynika F = 7rd12pgh/4 = 34N. Wobec wystepowania
róznych oporów wzór ten okresla dolna granice rzeczywiscie wymaganej sily.
Zastosowanie dyszy nie ma wplywu na powyzsze rozumowanie,.a..-wiec i na jego wynik
dotyczacy sily (wynik ten jest niezalezny od srednicyd2). Wplywa natomiast na
wielkosc strumienia wyplywajacej wody. O ile bowiem struga cieczy wyplywajacej
z otworu w cienkiej sciance, ze wzgledu na zachodzace w strudze przyspieszanie cieczy,
ma ksztalt zwezajacy sie (jej srednica w miejscu maksymalnej predkosci jest mniejsza
od srednicy otworu), o tyle w przypadku dyszy o podanym .ksztalcie przyspieszenie
cieczy nastapi wewnatrz samej dyszy i wylatujaca struga bedzie miala ksztal~ walca
o srednicy otworu wylotowego. Zaopatrzenie otworu w strzykawce w dyszke zwiekszy
wiec wielkosc strumienia wyplywajacej wody, a zatem takze predkosc przesuwu tloka.

78. Z praw przemian gazowych - izoba.rycznej i izochorycznej - wynikaja zwiazki
miedzy temperaturami odpOWiadajacymi punktomA, B, Ci D: TB = 3TA, TD = 3TA,

Ta = 9TA. Ilosci ciepla pobrane przez gaz w poszczególnych przemiana.ch czastkowych
wynosza zatem odpowiednio:QAóB= 2nCpTA, QBO = 6nCvTA, QAD = 2nCvTA,
QDO = 6nCpTA, gdzie n:- liczba moli gazu,Cp - molowe cieplo wlasciwe przy stalym
cisnieniu, Cv - molowe cieplo wlasciwe przy stalej objetosci.
Poszukiwany stosunek jest równy

k- QAB+QBO _ 6+2~ d' _ Cp- ------ - --- g Zje ~ - -.
QAD +QDO 2+6~' Cv

Dla jednoatomowego gazu doskonalego ~= 5/3, zatem k = 7/9. Wynik nie zalezy,
oczywiscie, od ilosci uzytego gazu.

pkt
pkt

pkt
pkt
pkt

- Katowice 34.,79
- Lublin 32,75
- Szczecin 32,26
- Kraków 31,4.2
- Wa.rsza.wa 31,31

Roman Mus ia.l
Adam Sikorski
Pa.wel Perkowski
WiE'sla.w Kacprzak
Piotr Koczy:tiski
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