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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Skrét regulaminu

Kaidy mo#e nadsylad rozwiazania zadail z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 2. Sszkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub # dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadad z matematyki i # fizyki naleizy
przesylaf w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Oceng mnoiymy
przez wspélezynnik trudnodei danego zadania: WT = 4 — 38/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania & danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktSiw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek = dwdéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyska punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1.)'1989.

Zadania z fizyki nr 83, 84
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

83. Cylindryczna, pionowo ustawiona beczka napelnia sie z kranu w ciagu 10 minut,
a opréznia przez otwér w dnie w ciagu 15 minut. Co sie stanie, jesli bedziemy
napehliaé z kranu beczke z otwartym otworem ?

84. Pitkarz potrafi kopnaé pilke na maksymalna odlegloéé Z. Jaki obszar polozony
za cienka, pionows éciana o wysokodci H i odlegla o D od pilkarza jest objety jej
wCieniem®, tzn. jest nieosiagalny przez pitke 7 Zaniedbaé opér powietrza, rozmiary
pitki oraz zalozyé, ze Z > D > 2H. Przedyskutowaé rozwiazanie w zaleznoéci od
poczatkowe]j szybkodci pitki.

Rozwiazania zadai gz fizyki z numeru 10/1988
Prazypominamy treéé zadan:

76. Na szczycie rdwni pochylej o dlugogei | = 1,5 m, nachylonej pod katem a = 30° wagledem

poziomu, umieszezono nieruchomo i puss

wono maly klocek. Wspdlesyvunik tarvcia miedzy

klockiem a réwnia rodnie liniowo wadlug réwni od wartodei 0 na je] srezycie do wartodei 1 na

jej dolnym kratficu. Obliczy® predkodé klocka na dolnym kraficu réwni

76. W generatorze van de Graafa ladunki przenoszone prrzes tagme z dielektryka

o szerokodei d = 1 m, poruszajacs sie = predkodcia v = 20 m/s, laduja metalows, sferyczng
elektrode o promieniu r = 1,5 m. Oszacowaé maksymalne wartodei usyskiwanego w tym
generatorse napigcia oras natedenia pradu stalego, kt6ry mozna & niego crerpad. Graniczna
wartodé nateidenia pola elektrycenego, powyiej ktérej powstaje prachicie
wynosi E, = 3-10° V/m,

w powietrzu,

75. Sila tarcia, dezialajaca na klocek w odleglodci z od gérnego krarica réwni ma wartosé
z
(1) : T= ?mg cos a,

gdzie m — masa klocka, g — przyspieszenie ziemskie. Energia kinetyczna klocka na dolnym
kraficu réwni (prezy zaloZeniu, fe klocek tam dotrze) wyniesie

(2) mv? [2 = mgh — Wy,
gdzie v oznacza predkodé klocka na dolnym kraricu réwni, h — jej wysokosé, Wy — prace

wykonang przez klocek na pokonanie sit tarcia. Prace te obliccamy (stosujac calkowanie lub
metode graficzng) na podstawie wzoru (1)):

Wi = (mglcosa)/2.
Phdstawiajac to wyragenie oraz h = Isin @ do weoru (2) otrzymujemy wyragenie na

poszukiwang predkaodé
v =+/gl(2sina — cos a).

Dla podanych w zadaniu wartodci | oraz a otrzymujemy v = 1,4 m/s.

76. Napiecie, jakie mozna uzyskiwaé w generatorze, jest ograniczone przez zjawisko prezebicia
powietrza w poblizu naladowanej kuli. NateZenie pola elektrycznego przy powierzchni kuli
naladowanej do potencjalu (napiecia wzgledem Ziemi) V wynosi Ex = V/r. Stad maksymalna
wartod¢ napigcia jest réwna Vinax = Epr = 4,5 MV. Maksymalne natg¢genie czerpanego

£ generatora pradu stalego odpowiada natezeniu strumienia ladunku przenoszonego przes
tasme dielektryczng I = odv, gdeie o jest powierschniows gestoscig ladunku. Natezenie pola
elektrycznego przy powierzchni tasmy (z dala od jej krawedzi) wynosi Ey = o/(2¢¢) (patrz
rogwiazanie zadania 31 w numerze 12/1986). I znowu z warunku ograniczenia przez przebicie
wynika maksymalna wartodé tego nategenia Imaer = 269Epdv & 1 mA. Nateienie realnie
osigganego pradu bedzie nizsze ze wzgledu na mniejsza gestodé powierzchniows ladunku prey
krawedziach tasmy.
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Zadania z matematyki nr 185, 186
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

185. Wyznaczyé najwieksza liczbe A o tej wlasnosci, Ze kaidy przedzial domkniety
I € (0;1) mozna przeksztalcié przez jednokladnosé o érodku 0 i skali bedacej liczba
naturalna na przedzial J o dlugodci > A, nie zawierajacy Zadnej liczby calkowitej.

186. Podaé warunki konieczne i dostateczne, jakie powinny speliaé liczby dodatnie
S1, 82, Ss, S4, aby istnial caworodcian majacy éciany o polach S;, Sz, Sa, Si.

Zadanie 186 zaproponowal pan Arkadiusz Goetz z Wroclawia.
Rozwiazania zadari z matematyki z numeru 10/1988
Przypominamy tresé zadan:

177. Wyznaczy¢ wszystkie fcifle rosnace funkeje f : R — R spelniajace réwnanie
fiflz)+y)=fle+y)+ L

178. Znalefé kres gdrny sumy dlugodci wsaystkicn cieciw wyznaczonych przes n punktdéw '
ckregu o promienin 1 (dla ustalonego n > 2).

177. Zaléimy, ge réznowartodciowa funkcja f spelnia podane réwnanie. Przyjmujac y = —z
otrgymujemy zwigzek f(f(z) —z)= f(0)+1. Z réznowartosciowosci f wynika, e wyragenie
w nawiasie po lewej stronie musi byé wielkodcia stala, a wiec f(z) = z + ¢. Przez podstawienie
sprawdgamy, e funkcja tej postaci spelnia dane réwnanie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 1.
Zatem funkcja f(z) = z + 1 jest jedynym rozwigzaniem réwnania.

178. Ustalmy okrag C o promieniu 1, punkt Py leZacy na nim oraz kierunek obiegu okregu.
Motzemy przyjaé, te rozpatrywane w zadaniu punkty leza na okregu C i ze Py jest jednym
g nich. Dla dowolnego zbioru X = {Py, Py, ..., P,—1} C C (numeracja punktéw zgodna
% przyjetym kierunkiem obiegu) i dla dowolnej liczby naturalnej k < n przyjmijmy

n—1

(X)) = Z |PiPiyk| (¢+ k branesnodulo n)

=0
(Liczba &3 (X) = s,—1(X) jest dlugoscig obwodu wielokata Py P;...P,,—) Py; liczba
32(X) = 8p—2(X) jest sumg dlugosci cigciw ,przeskakujacych” co drugi wierzcholek itd.).
Rozwagana w zadaniu wielkodé jest réwna sumie

n—1

()= 5 n(X).
k=1
Przyjmujac naturalng parametryzacjg okregu mozemy utozsamiaé kasdy taki zbiér X
z ukladem liczb 0 =ty < ¢; < ... < i,y < 27 (dopuszczamy wiec uklady zdegenerowane,
w ktérych niektére punkty pokrywaja sie). Kaida z wielkodci sg(X) jest funkeja ciagla ukladu
zmiennych £y, ...,tn—1) — osiaga wigc dla pewnego ukladu X swa wartosé maksymalna.

Gdy NW D(n, k) = 1, wéwczas odcinki, ktdrych diugosci skladajg sie na sume 8;(X), tworzg
lamang zamknigty Po PPy ...Py (ewykls dla k = 1 oraz k = n — 1, gwiaddzistg dla innych k).
W tym przypadku s;(X) osigga maksimum tylko wiedy, gdy wszystkie odcinki sz réwne;
gdyby bowiem dla pewnych trzech kolejnych wierzcholkéw K, L, M lamanej PyPyPay...Pq
zachodzila nierownoéé |[KL| # |LM]|, to przesuwajac punkt L w strong érodka luku KM (i nie
gmieniajac pologenia pozostalych punktéw) swigkszylibydmy wartodé sumy s, (X).

Gdy NWD(n,k) = d > 1, wéwczas odcinki wystepujace w okresleniu s (z) dzielg sie

na d klas tak, ge odcinki kaédej z tych klas tworza lamana zamknieta o n/d bokach
(PoPyPsg...Py; PyPy 1 Py o...Py; itd.; w szczegdlnodei, gdy n jest parzyste, a k = n/2, kaida
z nich redukuje si¢ do przebieganego ,tam i z powrotem” odcinka). Na mocy poprzedniego
przypadku, aby wielkodé s; (X)) osiagnela maksimum, kagda z tych d lamanych musi mieé
réwne boki.

Wynika stad, se wszystkie skladniki sumy 2s = 8} + 82 + ... + 8,—1 jednoczesnie przyimuja
swa, wartosé maksymalna, gdy X jest zbiorem wierzcholkéw n-kata foremnego; przy tym
skladniki 8 2 NWD(n,k) = 1 w kazdym innym przypadku preyjmujg wartodé mniejsza.
Zatem wartodé s(X) jest najwieksza wtedy i tylko wtedy, gdy punkty zbioru X rozpinaja
wielokat foremny. A wéwezas 8¢ (X) = 2nsin(kr/n); tak wiec

n—1 n—1
cos(2k — 1) X — cos(2k + 1) X
s(x)=nzsm’"f:nz{ Vs oA N ek
n
n 2311'12— n
k=1 k=1 ™

Jest to szukane maksimum.
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