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Lagrange powiedzial kiedys, ze Newton byl najszczesliwszym
czlowiekiem. Istnieje bowiem tylko jeden Wszechdwiat i wladnie
Newton odkryl prawa nim rzadzace. Lagrange'owi jednak
preypadlo w udziale uzupelnienie teorii Newtoga. To wiasnie
on posunal naprzod jego dzielo.

Dwiedcie lat temu ukazala si¢ w Parygu epokowa praca
Lagrange'a Mechanique analytique (Mechanika analityczna), ktdra
byla rozwinieciem i ukoronowaniem mechaniki Newtona.
Sformulowane w niej zasady mechaniki klasycznej przetrwaly w
postaci nie zmienionej do czaséw dzisiejszych. W przedmowie
Lagrange stwierdzil, ze w jego ksiaice nie ma rysunkow,
poniewaz metoda, ktora stosowal, nie wymaga rozwazan
natury geometryczne) badi mechanicznej, a tylko operacji
algebraiczgnych, ktére muszs nastepowaé w odpowiednim
porzadku. W rekach Lagrange’a mechanika staia sie czescig
analizy, ktéra nazwal ,geometrig czterech wymiaréw” .

Mechanika ta zostala zbudowana w sposéb czysto
matematyczny, przy uzyciu metod geometrii analitycznej i
rachunku régniczkowego. Lagrange wylogyl i rozwinal w niej
swa metode wariacji stalych. Pelne wykorzystanie rachunku
wariacyjnego umozliwilo mu ujednolicenie régnych zasad
statyki i dynamiki. W statyce uzyskat te jednolitodé przes
gastosowanie metody przemieszczer wirtualnych, a w dynamice
przez zastosowanie metody d’Alemberta.

Mechanika sformutowana przez Lagrange'a jest preykladem
réznego od Newtona spojrzenia na dynamike. W mechanice
Newtona zasadniczg role odgrywa pojecie sily, ktéra jest
czynnikiem zewngtrznym dzialajacym na cialo. W mechanice
Lagrange'a pojecie sily nie wystepuje, uzywa sie tylko

pojecia energii (kinetycznej i potencjalnej) jako wiasnosei

ciala. Jednakse w przypadku wystepowania wiezéw ruchu
zastosowanie réownan Newtona wymagalo znajomosci sil przez
nie uwarunkowanych, gdyz w réwnaniach tych wystepuje
calkowita sila zewnetrzna dzialajaca na punkt materialny.

W wielu sytuacjach podanie w postaci analityczne] sil
uwarunkowanych wigzami nie bylo mozliwe. Powstala wiec
potrzeba sformulowania ogdinej metody, ktdra slugylaby do
rozwiagywania skomplikowanych problemdéw ruchu. Lagrange
nie tylko wskazal, jak znalei¢ sile dzialajaca na cialo, jesli

gna sie energie potencjalng, lecz réwniez odkryl najbardziej
skuteczng metode rozwiazywania wielu probleméw w mechanice
poslugujac si¢ pojeciem potencjalu. W swojej Mechanice pisal:
Podczas gdy sprecyzowanse charakleru s, kiére dzialajq na cialo, moze
byé bardzo skomplikowane lub nawet niemodiwe, to podanie wyrazen na
energie kinetycama 1 potencialng moze byé o wicle latwiejaze.

Rozwaimy teraz ruch jednego lub wiecej cial pod wptywem
deialania réznych sil. Dla kaidego punktu przestrzeni wypiszmy
energie kinetycezng %mu2 wsgystkich znajdujacych si¢ w nim
cial i odejmijmy od niej ich energie potencjalng. Otrzymujemy
wowcezas wyrazenie zwane lagranzianem (funkcja Lagrange’a);
definiuje sie je jako réznice miedey energig kinetyczng Ey i
potencjalng U: L = E, — U. Wprowadémy - za Lagrangem —
2wWspdlrzedne uogdlnione” , charakteryzujgce calkowicie polozenie
ukladu. Wspdlrzedne te sa lepiej dopasowane do rozwaganego
konkretnie ukladu i dlatego sa dogodniejsze. Wreszcie mozemy
napisac stynne réwnanie Lagrange'a:

1 (i) — ﬂ'-v:(), k=1,..., 8;

dt \ 3qy gy

gdzie: gp — wspdlrzedna uogdlniona, g - predkodé uogdlniona,
L - lagrangian.
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Réwnanie to odnosi sie do nieswobodnego ukiadu o s stopniach
swobody. Z matematycznego punktu widzenia réwnanie to
przedstawia uklad réwnan rééniczkowych drugiego rzedu dla

s niewiadomych funkcji gi(t); ogdlne rozwiazanie takiego

ukiadu zawiera 2s stalych dowolnych, koniecznych do peinego
okreslenia ruchu tego ukladu (z danych warunkdw poczatkowych
i brzegowych).

Jesli dane sg wszystkie wspéirzedne uogdlnione gy, g2,-.., qe
i wszystkie predkosci uogdlnione: g = ng, to tym samym

stan mechaniczny ukladu jest calkowicie okredlony.

Calkujac réwnania Lagrange’a otrzymujemy wspdirzedne
uogdlnione g1, gz,--. , s jako funkcje czasu £, a wigc tym
samym znajdujemy rozwigzanie odpowiedniego zagadnienia
dynamiki.

Za pomoca réwnari Lagrange’a mozemy rozwiazywac dwa
typy zagadnieri: 1) znajac sily dzialajace na uklad, mozemy
wyznaczyé réwnania rézniczkowe ruchu; 2) znajac réwnania
ruchu mozemy wyznaczy¢ sily czynne dzialajace na ukiad.

Zaleta sformulowania Lagrange’a w poréwnaniu z opisem
Newtona szczegdlnie jasno uwidacznia si¢ wéwezas, gdy ruch
czastki podlega wiezom. W tym przypadku liczba ugytych
wspdlrzednych uogélnionych nie jest wigksza niz liczba stopni
swobody ukladu. Znaczy to, te wszystkie wspdirzedne sa od
siebie jawnie niezaleine. Wiasnie na pominigciu nieznanych

i czesto trudnych do wyrazenia sil wigzéw polega doniostosé
réwnan Lagrange'a.

Czy réwnania te i ,zwykle” réwnania Newtona sa réwnowatne ?
Oczywidcie, tak, konkretne rozwiazania sg identyczne z tymi,
ktére sie otrzyma korzystajac bezpodrednio z praw Newtona,
ale w wielu zagadnieniach teoria Lagrange'a upraszcza

sposéb rozwiazania. Réwnania Lagrange’a dotyczg wszelkich
przebiegéw dynamicznych i ulatwiajg ich analize. Pozwolily
wyczerpujaco zbadad szereg wagnych zagadnieri mechaniki, na
przyklad zagadnienia w teorii malych drgarn i w dynamice ciala
sztywnego. Lagrange ponadto wyprowadzit w swojej Mechanice
zasade zachowania energii mechanicznej (zostala ona poZniej
nazwana ogélnie ,twierdzeniem o zZywej sile” ) w postaci culki
réwnan ruchu.

Z réwnari Lagrange’a mozna wyprowadzi¢ zasady: Maupertuisa
— najmniejszego dzialania, Fermata — najkrdtszego czasu i
Gaussa — najmniejszego przymusu.

Dwiegcie lat temu Lagrange stworzyt mechanike teoretyczna,
ktérej zasady majg szerokie zastosowanie w teorii wzglednodci,
we wspdlczesnej mechanice kwantowej i kwantowej teorii pola.
Charakterystyczna cecha mechaniki analitycenej jest to, ze

u jej podstaw kiadzie sig ogélne zasady (rézniczkowe i calkowe)
i 2 nich wyprowadza sie nastepnie na drodze analitycznej
podstawowe réwnania rézniczkowe ruchu.

Réwnania Lagrange’a maja znaczenie uniwersalne — za ich
pomocg mozna sformutowad nie tylko réwnania mechaniki, lece
takze, na przyklad, réwnania pola elektromagnetycznego.

Na zakoriczenie warto wspomnied, ze Mechanika analityczna
Lagrange'a powstala w sto lat po ukazaniu sie Principiéw
Newtona i na réwni z tym dzielem wytycayla kierunki
wspdtczesnej fizyki.

Od redakcji: Po rozszerzenie i wyjadnienia do materialu w
powyiszym artykule odsylamy do ksiazki Mechanika teoretyczna
W. Rubinowicza i W. Krélikowskiego.



