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Lagrange powiedzial kiedys, ze Newton byl najszczesliwszym
czlowiekiem. Istnieje bowiem tylko jeden Wszechswiat i wlasnie
Newton odkryl prawa nim rzadzace. Lagrange'owi jednak

przypadlo w udziale uzupelnienie teorii Newto41a. To wlasnie
on posuna! naprzód jego dzielo.

Dwiescie lat temu ukazala sie w Paryzu epokowa praca
Lagrange'a Mechanique analytique (Mechanika analityczna), która
byla rozwinieciem i ukoronowaniem mechaniki Newtona.
Sformulowane w niej zasady mechaniki klasycznej przetrwaly w
postaci nie zmienionej do czasów dzisiejszych. W przedmowie
Lagrange stwierdzil, ze w jego ksiazce nie ma rysunków,
poniewaz metoda, która stosowal, nie wymaga rozwazan
natury geometrycznej badz mechanicznej, a tylko operacji
algebraicznych, które musza nastepowac w odpowiednim
porzadku. W rekach Lagrange'a mechanika stala sie czescia
analizy, która nazw al "geometria czterech wymiarów".

Mechanika ta zostala zbudowana w sposób czysto
matematyczny, przy uzyciu metod geometrii analitycznej i
rachunku rózniczkowego. Lagrange wylozyl i rozwinal w niej
swa metode wariacji stalych. Pelne wykorzystanie rachunku
wariacyjnego umozliwilo mu ujednolicenie róznych zasad
statyki i dynamiki. W statyce uzyskal te jednolitosc przez
zastosowanie metody przemieszczen wirtualnych, a w dynamice
przez zastosowanie metody d'Alemberta.

Mechanika sformulowana przez Lagrange'a jest przykladem
róznego od Newtona spojrzenia na dynamike. W mechanice
Newtona zasadnicza role odgrywa pojecie sily, która jest
czynnikiem zewnetrznym dzialajacym na cialo. W mechanice
Lagrange'a pojecie sily nie wystepuje, uzywa sie tylko
pojecia energii (kinetycznej i potencjalnej) jako wlasnosci
ciala. Jednakze w przypadku wystepowania wiezów ruchu
zastosowanie równan Newtona wymagalo znajomosci sil przez
nie uwarunkowanych, gdyz w równaniach tych wystepuje
calkowita sila zewnetrzna dzialaj aca na punkt materialny.
W wielu sytuacjach podanie w postaci analitycznej sil
uwarunkowanych wiezami nie bylo mozliwe. Powstala wiec
potrzeba sformulowania ogólnej metody, która sluzylaby do
rozwiazywania skomplikowanych problemów ruchu. Lagrange
nie tylko wskazal, jak znalezc sile dzialajaca na cialo, jesli
zna sie energie potencjalna, lecz równiez odkryl najbardziej
skuteczna metode rozwiazywania wielu problemów w mechanice
poslugujac sie pojeciem potencjalu. W swojejMechanice pisal;
Podcuu gdy sprecyzowanie charakteru 811, kt6re dzialaja na cialo, moze

byc bardzo skomplikowane lub nawet niemoiliwe, to podanie wyrazeri. na

energie kinetyczna. i potencjalna moze byc o wiele latwiejsze.

Rozwazmy teraz ruch jednego lub wiecej cial pod wplywem
dzialania róznych sil. Dla kazdego punktu przestrzeni wypiszmy

energie kinetyczna ~mv2 wszystkich znajduj acych sie w nim
cial i odejmijmy od niej ich energie potencjalna. Otrzymujemy
wówczas wyrazenie zwane lagranzianem (funkcja Lagrange'a)j
definiuje sie je jako róznice miedzy energia kinetycznaEk i
potencjalna U: L = Ek - U. Wprowadzmy - za Lagrangem -
"wspólrzedne uogólnione" , charakteryzujace calkowicie polozenie
ukladu. Wspólrzedne te sa lepiej dopasowane do rozwazanego
konkretnie ukladu i dlatego sa dogodniejsz.e. Wreszcie mozemy
napisac slynne równanie Lagrange'a;

k = 1, ... , 8,

gdzie: ak - wspólrzedna uogólniona,lIk - predkosc uogólniona,
L - lagranzian.
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Równanie to odnosi sie do nieswobodnego ukladu os stopniach
swobody. Z matematycznego punktu widzenia równanie to
przedstawia uklad równan rózniczkowych drugiego rzedu dla
s niewiadomych funkcji adt)j ogólne rozwiazanie takiego
ukladu zawiera 2s stalych dowolnych, koniecznych do pelnego
okreslenia ruchu tego ukladu (z danych warunków poczatkowych
i brzegowych).

Jesli dane sa wszystkie wspólrzedne uogólnione al, a2,···,a.

i wszystkie predkosci uogólnione;ak = ~, to tym samym
stan mechaniczny ukladu jest calkowicie okreslony.

Calkujac równania Lagr~.nge'a otrzymujemy wspólrzedne
uogólnione a l, a2, ... , a. jako funkcje czasut, a wiec tym
samym znajdujemy rozwiazanie odpowiedniego zagadnienia
dynamiki.

Za pomoca równan Lagrange'a mozemy rozwiazywac dwa
typy zagadnien; 1) znajac sily dzialajace na uklad, mozemy
wyznaczyc równania rózniczkowe ruchu;2) znajac równania
ruchu mozemy wyznaczyc sily czynne dzialajace na uklad.

Zaleta sformulowania Lagrange'a w porównaniu z opisem
Newtona szczególnie jasno uwidacznia sie wówczas, gdy ruch
czastki podlega wiezom. W tym przypadku liczba uzytych
wspólrzednych uogólnionych nie jest wieksza niz liczba stopni
swobody ukladu. Znaczy to, ze wszystkie wspólrzedne sa od
siebie jawnie niezalezne. Wlasnie na pominieciu nieznanych
i czesto trudnych do wyrazenia sil wiezów polega donioslosc
równan Lagrange'a.

Czy równania te i "zwykle" równania Newtona sa równowazne?
Oczywiscie, tak, konkretne rozwiazania sa identyczne z tymi,
które sie otrzyma korzystajac bezposrednio z praw Newtona,
ale w wielu zagadnieniach teoria Lagrange'a upraszcza
sposób rozwiazania. Równania Lagrange'a dotycza wszelkich
przebiegów dynamicznych i ulatwiaja ich analize. Pozwolily
wyczerpuj aco zbadac szereg waznych zagadnien mechaniki, na
przyklad zagadnienia w teorii malych drgan i w dynamice ciala
sztywnego. Lagrange ponadto wyprowadzil w swojejMechanice
zasade zachowania energii mechanicznej (zostala ona pozniej
nazwana ogólnie "twierdzeniem o zywej sile") w postaci ~lki
równan ruchu.

Z równan Lagrange'a mozna wyprowadzic zasady: Maupertuisa
- naj mniejszego dzialania, Fermata - najkrótszego czasu i
Gaussa - naj mniejszego przymusu.

Dwiescie lat temu Lagrange stworzyl mechanike teoretyczna,
której zasady maja szerokie zastosowanie w teorii wzglednosci,
we wspólczesnej mechanice kwantowej i kwantowej teorii pola.
Charakterystyczna cecha mechaniki analitycznej jest to, ze
u jej podstaw kladzie sie ogólne zasady (rózniczkowe i calkowe)
i z nich wyprowadza sie nastepnie na drodze analitycznej
podstawowe równania rózniczkowe ruchu_

Równania Lagrange'a maja znaczenie uniwersalne - za ich
pomoca mozna sformulowac nie tylko równania mechaniJ<i, lecz
takze, na przyklad, równania pola elektromagnetyczneg9_

Na zakonczenie warto wspomniec, zeMechanika analityc~

Lagrange'a powstala w sto lat po ukazaniu siePrincipi6w
Newtona i na równi z tym dzielem wytyczyla kierunki
wspólczesnej fizyki.

Od redakcji: Po rozszerzenie i wyjasnienia do materialu w
powyzszym artykule odsylamy do ksiazkiMechanika teoretyczna
W. Rubinowicza i W. Królikowskiego.


