Interesowad bedszie nas zachowanie
chaotyczne ukladéw, w ktérych nie
nastepuje rozpraszanie energii, cayli
nie ma strat na rzecz otoczenia

w wyniku tarcia, promieniowania itp.
Innymi slowy, mowa bedzie o chaosie
w ukladach, dla ktérych umiemy
podaé energie¢ potencjalng i ktérych

calkowita energia jest stala ruchu (s3 to

tzw. uklady hamiltonowskie).
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Deterministyczny chaos

Dr hab. Ryszard KUTNER

Wiekszodé z nas zapewne ma gleboko zakorzenione, a wyniesione prawdopodobnie
jeszcze z dziecifistwa, intuicyjne wyobrazenie o chaosie jako o olbrzymiej zbiorowosci
nieprzewidywalnych zdarzei. Nieprzewidywalnych, poniewaz nie umiemy zglebié ich
przyczyn - mamy zbyt malo informacji o stanach ukiadu bad# tez ich mnogoéé nas
paralizuje. Gdybyémy jednak zdobyli owa wymarzona, pelna wiedze o stanie ukladu

i, co wiecej, umieli sobie z nia poradzié, wéwczas, stojac na gruncie fizyki klasycznej,
nasze zdarzenia przypadkowe zmienilyby sie, jak za dotknieciem czarodziejskiej rézdzki,
w zdarzenia w pelni okreslone. Umielibysmy z cala pewnoscia przewidziec los naszego
ukladu, a tym samym zniknalby chaos. Jednakze sama mnogoéé obiektéw tworzacych
dany uklad nie jest jedynym powodem wprowadzenia praw statystycznych i nie o takim
chaosie chcemy tutaj méwié.

Pojecie chaosu mozemy wprowadzié réwniez dla zdarzefi typu rzucania kostka do
gry lub moneta. Przyjrzyjmy sie przez chwile tego typu zabawom. Trzymajac kostke
czy monetg mogemy powiedzieé, w doslownym znaczeniu tego stowa, ze warunki
poczatkowe, jakie narzucimy ukladowi, sa w naszych rekach. Mimo to minimalna,
niezauwazalna przez nas ich zmiana powoduje, Ze regultaty koricowe rzutu moga sie
réznié¢ drastycznie. Méwimy, ze mielidmy, albo tez nie, szczegdcie w grze. Jak widad,
mala zmiana przyczyny moze powodowad zupelnie odmienne skutki, a tym samym
wynik koficowy jest trudny do przewidzenia. Mozemy méwié o nim, ze jest dzietem
przypadku. Ale przeciez ruch kostki (czy monety) calkowicie opisuje sie klasycznym
réwnaniem ruchu Newtona. Tak wiec zaréwno praypadek, jak i chaos moga by¢
zdeterminowane, tzn. w peini okreslone przez calkowicie deterministyczne réwnania
ruchu. Na tym wlaénie polega paradoksalnoé tej sytuacjl.

Paradoksalnosé tego typu sygnalizowali juz na poczatku biezacego stulecia Poincaré,
Einstein i kilku innych uczonych. Jednakze bylo to w czasach, gdy spolecznodé
fizykéw zajmowala sie budowaniem mechaniki kwantowe] i sugestie te nie wywarly

. wéwezas wiekszego wrazenia. Powrdt do tych idei zwiazany jest z tzw. eksperymentami

komputerowymi wykonanymi pod koniec lat 50. i w pierwszej polowie lat 60. przez
astrofizykéw: najpierw przez G. Contopoulosa [1], a nastepnie przez M. Hénona

i C. Heilesa [2]. Ponadto, na pocsatku lat 70. G.H. Lunsford i J. Ford [3] pokazali, ze
réwnania badane przez astrofizykéw sa po prostu réwnowasne ukladowi sprzezonych
oscylatoréw nieliniowych (takich jak rozwazane jui przez nas w pierwszym odcinku
niniejszego cyklu - Delta 9/1988). Tutaj zajmiemy sig przede wszystkim odtworzeniem
wynikéw pracy Hénona i Heilesa, w ktérej dokonali interesujacego odkrycia.

Hénon i Heiles badali metoda symulacji komputerowych klasyczny ukiad o niewielkiej
liczbie stopni swobody z zadanymi warunkami poczatkowymi i ustalonymi warunkami
brzegowymi, w pelni opisany klasycznymi réwnaniami ruchu Newtona. Jak

wiadomo, réwnania te nie zawierajg zadnych elementéw przypadkowosdci i sa w pelni
deterministyczne. Otéz, pomimo tego badany uklad zachowywal si¢ chaotycznie.

- Jego trajektoria w przestrzeni stanéw byla przedziwnie poplatana. Bylo to odkrycie,
* ktére kazalo na nowo przemysleé takie pojecia jak przypadek, chaos, determinizm
. itp. (Szersze, chociaZ nadal popularne, oméwienie tych zagadnien moZna znaleé

np. w ksiagce G. Bialkowskiego Stare ¢ nowe drogi fizyki. U Zrddel fizyki wspdlczesnej,
rozdz. 11, Biblioteka Wiedzy Wspélczesnej, Omega tom 361, Wiedza Powszechna,
Warszawa 1980.)

W niniejszym artykule podajemy program k«;mputerowy odtwarzajacy wspomniane
fundamentalne eksperymenty komputerowe Hénona i Heilesa. Mamy nadziejg, ze

& przedstawione rezultaty sa na tyle intrygujace i interesujace, i zacheca Was do

samodzielnego eksperymentowania i rozmyslan.

Troche teorii

Rozwazmy uklad o niewielkiej liczbie stopni swobody, zlozony 2z trzech potaczonych

‘oscylatoréw anharmonicznych. Uklad ten przedstawiony jest na rysunku 1, gdzie

podana jest réwniez postaé sily wywieranej przez mase j + 1 na masg j oraz réwnanie
ruchu dowolnej masy. Postaé sily jest dobrze znana tym, ktérzy zapoznali sie

z poprzednimi artykulami z tego cyklu (Delta 9/1988 i Delfa 11/1988), w ktérych
ukazujemy niezwykle konsekwencje paradoksu Fermiego — Pasty — Ulama.
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Rys.1. Trzy nieliniowe oscylatory (masy powiazane spr¢iynkami nie

spelniajacymi prawa Hooke'a) polaczone w plaski uklad. Wychylenia

kolejnych mas z ich poloZzed réwnowagi oznaczono odpowiednio przez

), 23 i us. RSwnania ruchu mas, zapisane w formie rdZnicowej, maja

nastepujaca postad

Uiltpgy)—uiltn)  wiltn)—u;fty_,)
At At

iij(tn) & At

= F(ujs1(tn) — u;(tn)) — F (u;(tn) — wi-1(ta))
gdzie kropki oznaczaja, jak zwykle, pochodna wzgledem czasu,
natomiast sila F dana jest wrzorem

dlaj=1,2,8,

F(z) =z — a2’.

W powyzszych wrzorach oznacayliSmy z = uj41 — u;, J = 1,2, 3, przy
CEYym Ug = U3 i uy = uj.

Réwnania ruchu tych oscylatoréw mozemy znacznie uproécié przeprowadzajac
zamiane zmiennych. Postepujac tak jak Lunsford i Ford, otrzymamy réwnania ruchu
w nastepujacej postaci:
g1 = —q1 — 29192,
G2=—q2— @1® +¢2°.
Sprgbujcie sami swoich sil w rachunkach dzialajac kilkuetapowo. Najpierw przechodzimy do
nowych smiennych &;, 7 = 1,2, 3, gdzie .
% KK

uy = ZA,‘kEk, [Ajk] = —ﬂ 0 95
k=1 ﬁ;‘ ":}i éi'

W zmiennych £; réwnania ruchu przybieraja nastepujaca postaé:

&= %{’11 + iz — 2iig) = \/g [F (_%(\/EEL + E'z!) — (—;—5(\/5‘%1 - E:])] :
E2 = —1;(&; — fi3) = iz [F (—%tﬁe; + e:]) — 2F(V/2¢€4) +F[—\/§m] ;
& = \/Lglal +iia + @) = 0.

Prosze zauwaiyé, fe przeksastalcenie A zostalo tak dobrane, aby predkodé .E 3 byla stala.

Po drugie, sadne z réwnafi ruchu nie zawiera juz £3. Oznacza to, e moiemy rozpatrywad nasze
oscylatory w dwuwymiarowym ukladzie wspslrzednych (€1, £2). Na koniec przeskalowujemy
zmienne g; = ﬁe,, 7 = 1,2 oraz czas t — ﬁt. Prowadzi to takie do przeskalowania

energii E — -%:E.

Réwnania tej postaci otrzymali Hénon i Heiles analizujac tréjwymiarowy ruch
gwiazdy w galaktyce majacej symetri¢ walcows. (Prosze przy okaszji zwrécié uwage na
wspaniala intelektualng wolte: z jednej strony anharmoniczne oscylatory, z drugiej -
galaktyki pelne gwiazd.)

Powyiszy uklad dwéch réwnain nieliniowych mozna rozwiazaé metoda ekstrapolacji
parabolicznej (o tej metodzie mozecie przeczytaé takie w Kqciku Fizyki
Komputerowej nr 5, Fizyka w Szkole nr 3/1988). Zalaczony program komputerowy
znajduje rozwiazanie w gléwnej petli zatytulowanej ,Dynamika”, miedzy liniami 730
i 870. Prosze zauwaiyé, Ze zastosowano nastepujace ognaczenia: zj = q;(tn+1),

qj = qj(tn), vj =gq;(tn-1), 7 = 1,2. Ponadto wprowadzono pomocnicza zmienna

p7 = §;(ta).
Najwaznie)sze wyniki

Rezultaty obliczenn moZna obejrzeé na rysunkach 2, 3 i 5. Otrzymano je dla trzech
réznych wartodci calkowitej energii ukladu.

Rysunek 2 przedstawia ciag trzech kolejnych ujeé migawkowych, pokazujacych,

jak powstaje zbiér punktéw utworzonych przez przecigcie jednej trajektorii fazowej
w przestrzeni tréjwymiarowej (¢1,¢2,92) z plaszczyzng (0, ¢2,¢2), przy zalozeniu, iz
w tych punktach predkoéé ¢, > 0. Tego typu konstrukcja (patrz rysunek 4) nosi juz
dzisiaj nazwe mapy Hénona — Heilesa i takie] tez nazwy bgdziemy odtad uzywaé.
Punkty ukiadaja sie na regularnej krzywej, chociaz zaréwno ich zgeszczenia, jak

tez kolejnod¢ pojawiania sie maja nieco chaotyczny charakter. Inna tego typu mape
przedstawiono przykladowo na rysunku 3.
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Rys.4. Definicja mapy Hénona -
Heilesa jako zbioru punktéw m;
( =1,2,3,4,...), dla ktérych g1 =0
oraz g1 > 0. (Nie jest to calkiem
dcisla definicja, bowiem wymaga
jeszcze zdefiniowania preeksstaleenia
transformujacego dowalny punkt my
i w nastepny m;41. Mozna by je
! tutaj wprowadzi€, wymagaloby to
jednak calego sseregu wyjadnieri.
Wprowadzimy je dopiero w jednym

I
I

‘l : } Bk = nastepnych artykuldéw 2 tego eyklu

\ | o kazji omawiania problemu

G, 5 A P,(:= (przy o
2 : L 2= G) bifurkacji).
: A
] LS

Sprébujcie pobawié sie zalaczonym programem poszukujac coraz to innych map
Hénona — Heilesa, w szczegdlnosci odtworzyd dziwne rezultaty przedstawione
na rysunku 4, ktére stanowia centralny punkt niniejszych rozwazan. Na caym wiec

| polega znaczenie tych rezultatéw ?
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Otéz, powyzej pewne]j energii progowej pojawiajg sig orbity chaotyczne (zwane tes
stochastycznymi lub ergodycznymi). Jak widaé na rysunku 5, mapa Hénona — Heilesa
takich orbit sklada sie ze zbioru (niemal) chaotycznie rozrzuconych punktéw. Rysunki
5a, 5b i 5¢ obrazuja powstawanie orbity chaotycznej. Na tych rysunkach widaé réwniez
i biale plamy. Tam moga by¢ nastepne orbity. Jedna z nich pokazuje przykiadowo
rysunek 5d. Nie ma ona charakteru chaotycznego. Sprébujcie sami zbadaé pozostaie
ppodejrzane” miejsca. A moze przeprowadszicie eksperymenty komputerowe dla
wiekszych wartodei energil 7 Zwréécie uwage, Ze wtedy obszary chaotyczne zwickszaja
sie kosztem zajetych przez orbity regularne.

Przedstawione tutaj rezultaty zadomowily sie juz na dobre w fizyce, dajac impuls

do nowego spojrzenia na zagadnienia zwiazane z chaosem. Pragne w zakoficzeniu
podkreélié, ze w szkole, jak tez na studiach, uczy sie ze zrozumialych wzgledéw przede
wszystkim rozwiazywalnej (calkowalnej) mechaniki klasycznej, prawie zapominajac

o tych zagadnieniach, ktére nie maja prostych rozwiazafi. Innymi slowy, nie dyskutuje
si¢ olbrzymiej mnogosci probleméw niecatkowalnych. A przeciez masowa juz dzisiaj
obecnoéé komputeréw otwiera przed nami unikalna mozliwodé analizowania, np. na
drodze symulacji komputerowych, wlagnie probleméw niecalkowalnych. Artykuly z tego
cyklu maja, miedzy innymi, za zadanie przyblizyé Wam te filozofie. Myéle, nie bedac
chyba odosobniony, ze rola eksperymentéw komputerowych we wspomaganin badafl
nad ukiadami niecatkowalnymi bedzie systematycznie rosta.
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