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Co najmniej jeden z katdw wielokata
jest wypukily. Gdyby bowiem wszystkie
katy byly wklesie
wieloknta byloby ted wielokatem, a to
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C

Niech teraz kat BAC bedzie wypukly.
Jedli prrekatna BC nie leiy we wnetrau
wielokata, to pewicn wierzcholek

Ina rysunku oznacaony D) leky w
trdjkacie domknigtym ABC.
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we wnetrzu wielokata, to istnieje
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do tréjikata domkuietego ABD;.
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wierscholkéw, postepujac w ten sposdb
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dojdgiemy w koien do przekatnej BD,,
leiace] we wnetrzu wielokata.
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Na soenewke i jednoczednie na kulke

pada promieniowanie, ktérego moc
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gdzie D jest frednics soczewki.
FPromieri kulki jest réwny promieniowi
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Wyunika to z radania 532, Podamy
jednak inny dowdd.

Froste, zawierajgce boki wielokata,
dziela plaszczysng na obszary wypukle
{katdy = nich jest czedeia wspdlng
péiplaszcayan). Kaidy g nich ledy albo

calkowicie wewnatrz, albo na cewnatrys
wiclokata. Obszary leiace wewnatra
daja w saumie caly witlokat, a same sa
wielokatami wypuklymi, ktére moina
bez ftrudu podzieli® na tréjkaty.

Co to jest liczba rzeczywista

Dr hab. Marek KORDOS

Pierwszy artykul pierwszego numeru Delty to Czy liczby rzeczywiste sq naprawde
rzeczywiste ¢ Romana Sikorskiego. Mozna sie z niego dowiedzieé bardzo wiele

o liczbach rzeczywistych, ale gdyby szukaé tam odpowiedzi na pytanie, co to

takiego te liczby, to okaze sie, ze liczbami rzeczywistymi sa obiekty spelniajace
aksjomatyke Richarda Dedekinda. To, oczywiécie, prawda, ale trudno sobie
wyobrazié, ze przez ponad dwa tysiace lat uprawiania matematyki do czaséw
Dedekinda liczba rzeczywista byla pojeciem metnym i wszystko, co o niej
wiedziano, bylo tylko intuicyjne.

Dirk J. Struik w Krdtkim zarysie hastory matematyks pisze, ze Dedekind
dokoiriczyl tylko prace Eudoksosa. Sprébujmy wiec zapoznad sie z tym, co zrobil
Eudoksos. Dokonanie, o ktérym pisze Struik, jest znane jako Eudoksosa teoria
proporcji. Mozna sie zdziwié: c¢dés ciekawego moze byé w teorii proporcji —
przeciez wszystko da sie wyprowadzi€ ze znanego juz czwartoklasistom prawa,

ze ,iloczyn wyrazéw skrajnych jest réwny iloczynowi wyrazéw Srodkowych”. Ale
taki poglad jest shuszny tylko przy zalozeniu, ze mamy do czynienia z proporcja
liczb rzeczywistych. Tymczasem Eudoksos takimi liczbami nie dysponowal. Co
wiecej, wladnie jego teoria proporcji wprowadzila to pojecie do matematyki, a za
Jjej posrednictwem do przyrodoznawstwa. Zacznijmy wiec od poczatku.

Jest powszechnie wiadome, ze pitagorejczycy twierdzili, iz wszystko jest liczba.
Wiadomo tez, ze ich osiagniecia dotyczyly gldwnie geometrii, a nie liczb.

Te dwie informacje nie sa sprzeczne — liczby wydawaly sie pitagorejczykom
dlatego wazniejsze, ze byly mniej zrozumiale. I, jak kazdy taki obiekt,

dawaly pozywke nie tylko intelektowi, lecz takze mistycyzmowi. Stad np.
najwazniejszymi liczbami byly 1, 2, 3 1 4. Powdd stanowilo stwierdzenie, ze
jeden punkt wyznacza miejsce, dwa punkty — prosta, trzy — plaszczyzne, a cztery
— przestrzeni. Nie byloby to jeszcze specjalnie mistyczne, gdyby nie uzyskiwane.
stad wnioski (co chyba lepiej byloby napisaé w cudzyslowie). Pierwszy nie jest
jeszcze tak bardzo naciagany: dlatego liczyé nalezy w systemie dziesiatkowym
(bo 10 to suma najwazniejszych liczb). Drugi wniosek jest juz bardzo watpliwe;
natury: istnieje pod Ziemia zupelnie do niej podobny obiekt Antichton —
powdd stanowi zliczenie ,wszystkich” obiektéw kosmicznych. Wiec zliczmy:
Ziemia, Slofice, Ksiezyc, sfera niebieska gwiazd stalych, Merkury, Wenus, Mars,
Jowisz 1 Saturn — wyraZnie widaé, ge jednego brakuje. I, prosze pamietaé,
wszystko to pochodzi od naprawde wybitnych myslicieli. Gdyby ktos chcial
takich ciekawostek wigcej, niech poszuka informacji o liczbach tréjkatnych,
pieciokatnych, piramidalnych itp. Zestawienie tego z naprawde godna podziwu
wiedza geometryczna, pitagorejczykéw zaskakuje.

Oczywidcie, istnial zwiazek miedzy ich medytacjami arytmetycznymi i
geometrycznymi (jak zreszta i dwiema jeszcze godnymi medytacji dyscyplinami
— astronomia i muzyka). Liczbe w geometrii reprezentowal odcinek (pomyst
naturalny — my dzisiaj robimy podobnie postugujac si¢ osia licuhowa).
Wyniknely zreszta z tego niepokonalne dla pitagorejczykéw klopoty — odcinki
moga by¢ niewspdélmierne, a to nie powinno mieé, ich zdaniem, miejsca. Gdyby
jednak klopot polegal tylko na tym, pewnie w koricu jakoé by sobie z tym
poradgzono. Drugi klopot byt powazniejszy. Chodzilo o to, jak zwiazac z liczbami
inne pojecia geometryczne (np. pole, objetosé, rozwartosé kata) czy fizyczne
(np. ciegar), dla ktérych nie istnieje sensownie okreslony, odpowiadajacy im
odcinek. Te wlaénie trudnoéé pokonal uczeri Platona — Eudoksos.
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Dla n = 1 nie

ograniczonych.
Zalbemy teraz, e dla k p:

ma obszardw

wtych jest
nie wiecej nis }zvl:k — 1}{k — 2) obszaréw
ogranicronych. Nastepua., (k + 1)-sza
prosta daje co najwykej B —
obszardw ograniczonych:

1 nowych
Jest ute wiecej
nié k punktéw praecigeia » pozostalymi
prostymi, ezyli nie wiccej niz k- 1
odcinkdéw, ktdre mogsa by brzegami
obszardw ograniczonych.
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W sumie dostajemy nie wigeej niz

%[k —k=2)+ (k=1) =
= (e~ 11(.';{&— 2) + 1) =
= Lk{k — 1) obssaréw og
dla k + 1 prostych. To kodecny dowdd.
Uweaga. y 3¢ dla
kazdego n 2 1 istnicje n prostych,
ktére daja L (n—1j(n -
ograniczonych.

rapicronych
Moéna wykazad

2) obiszardw

Proporcje, o ktérych méwi jego teoria, nie sa relacjami miedzy liczbami — w
poczatku czwartego stulecia p.n.e., z podanych wyzej powodéw wolano o nich
nie méwié (radykalisci glosili nawet, ze liczby nalesy zostawi¢ kupczykom, ie sa
one niegodne zainteresowania filozoféw). Eudoksos okresla proporcje dowolnych
wielkodci. Podaje mianowicie écista definicje sytuacji, gdy dwie wielkodci
jakiegoé rodzaju tworza, reprezentuja te sama proporcje co dwie wielkogci innego
rodzaju. Definicja ta jest nastepujaca:

A o
B™ B |

gdy dla dowolnych liczb naturalnych m i n prawda jest, ze
jeéli mA < nB,

to ma < nf,
jesli mA =nB, to ma = np,

jeéli mA > nB, to ma > nfl.

Jak widaé, do stwierdzenia, czy wielkodci A i B tworza te sama proporcje co
wielkodei o i B, wystarcza poréwnywanie wielokrotnodei wielkodci tego samego
rodzaju. Mozna np. wziaé jako A i B jakie$ bryly, jako zad o i f jakies katy i do
stwierdzenia, czy tworza one jednakowe proporcje, nie bedzie trzeba poréwnywad
bryl z katami.

Réwne proporcje tworza, wedlug Eudoksosa, liczbe. Jezeli jako wielkosé
znajdujaca sie¢ (méwiac dzisiejszym jezykiem) w mianowniku wefmiemy uznana
przez nas za jednostkowa wielko$é danego rodzaju (w powyiszych przykladach
np. szedcian o krawedzi 1 i kat prosty), to tym sa.mym przyporzadkujemy
wielkosci znajdujacej sie w liczniku liczbe — wlaénie proporcje. Tym sposobem
obok formalnej, podanej wyzej definicji liczby (bede juz pisal rzeczywistey,

bo tak liczby Eudoksosa péiniej nazwano), mamy jej nieformalne, ale bardzo
przejrzyste okreélenie — liczba rzeczywista to kazdy mozliwy wynik mierzenia.
Okazalo sig, ze wszystkie wielkodci, ktére mozna mierzy¢, mierzy sie tymi
samymi liczbami. Fakt dla nas tak oczywisty, ze az niedostrzegalny. Ale prosze
sobie wyobrazi¢ przyrodoznawstwo bez tego udogodnienia.

Jeszcze jedna interesujaca wlasnosé definicji Eudoksosa. Jak latwo zauwazyé,
dwie proporcje, dwie liczby rzeczywiste sa réwne, gdy maja dokladnie takie
same przyblizenia wymierne (faktycznie latwo zauwasyé, ktére 2 prayblizaja
proporcje z dolu, a ktére z géry i ze obie proporcje sa przyblizane tak samo).
Utozsamienie liczby rzeczywistej ze zbiorami jej dolnych i gérnych przyblizei
Jjest rozwiazaniem, ktére nie tylko rozwiazuje klopoty pitagorejczykéw z
niewspoéimiernoscia (czyli niewymiernoscia), lecz takze odpowiada praktyce
mierzenia (kazdy bowiem wynik pomiaru jest z koniecznosci liczba wymierna).

Wyniki Eudoksosa umozliwily znaczny postep w badaniach matematycznych.
Tego zdania sa np. Euklides i Archimedes, ktérzy w swoich pracach chwala
te rezultaty i nieustannie z nich korzystaja (dla chronologii — Euklides

byl miodszym kolega Eudoksosa z Akademii Platoriskiej, Archimedes byt
kilkadziesiat lat mlodszy i, oczywiscie, ich nie znal). Wydaje sie, ze takim
autorytetom mozna uwierzy¢.

Czy rzeczywiécie Eudoksos zrobil wszystko, a Dedekind reszte 7 Jest to juz
sprawa, w ktérej kaidy moze mieé wlasna opinie. Warto moze jeszcze dodaé,
ie wykazanie, iz proporcje spelniaja (méwiac dzisiejszym jezykiem) aksjomaty
ciala, mogna znaleZé w Elementach Euklidesa, ksiega piata.

Jedli przyjmuje sie liczby rzeczywiste za mozliwe wyniki mierzenia, to powstaje
pytanie — jak mierzyé. Eudoksos i tu zaproponowal sposéb — nazwano go
metoda wyczerpywania. Te z kolei prace Eudoksosa ,,dokoriczyl” Lebesgue, ale o
tym innym razem.
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