Ciag (sinn)" albo o aproksymacjach diofantycznych
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Kilka lat temu duza popularnodcia wéréd studentéw
matematyki Uniwersytetu Jagiellofiskiego cieszyl sie
nastepujacy problem z analizy matematycznej:

Cuzy zbieiny jest ciag an := (sinn)" ?
Ufundowano nawet nagrode za jego rozstrzygniecie.
Wyrazy ciagu a, o numerach parzystych sa dodatnie, wiec
ciag ten nie moze by¢ zbiezny do liczby ujemnej. Réwnie

latwo mozemy wykazaé, Ze badany ciag nie ma granicy
dodatniej. Przypuéémy bowiem, Ze lim a, = ¢, gdzie ¢

n—oo
jest liczba dodatnia. Wtedy otrzymalibydmy lim sinn =
n—+oco
= lim (an)"" = ¢® = 1, co, ocaywidcie, nie jest prawda.

n—oo

W ten sposéb w naszym éledztwie pozostala niesprawdzona
tylko jedna podejrzana — liczba zero. Zanim wyklueczymy
ija (a wige w konsekwencji wykazemy, e ciag an

nie jest zbiezny), przypomnijmy-przedstawmy kilka

faktéw. Wszystkie one wiaza sie z przyblizaniem liczb
niewymiernych liczbami wymiernymi, czyli tak zwanymi
aproksymacjami diofantycznymi.

Niech z bedzie licabg rzeczywista niewymierna. Liczbe
wymierna p/q nazywamy najlepszym przyblizeniem
liczby z, jesli dla dowolnej liczby naturalnej r < ¢

oraz dowolnej liczby calkowitej s prawdziwa jest
nieréwnodé |gz — p| < |rz — 5| (innymi stowy, jest to takie
przybliZenie liczby z za pomocy liczby wymiernej, zZe biorac
dowolne inne przyblizenie za pomoca liczby wymiernej

o mianowniku nie przekraczajacym g popelnimy wigkszy
blad wzgledny w stosunku do mianownika).

W dalszym ciagu posluzymy sie nastepujacymi
wilasnodciami najlepszych prayblized (ktére uzasadnimy
posniej):
1. Dwa rézne najlepsze przyblizenia tej samej liczby
niewymiernej maja rézne mianowniki.
2. Najlepsze przybliZenie jest zawsze ulamkiem
nieskracalnym.
3. Jedli liczba wymierna p/q jest najlepszym przybliZeniem
liczby wymiernej z, to spelniona jest nieréwnosé

lgz—p| < 1/q.
4. Jesli pn/qn jest ciagiem réinych najlepszych przyblized
liczby z, to lim (pa/qn) = 2.
5. Kazda liczsba niewymierna ma nieskoficzenie wiele
najlepszych przyblizen, ktérych mianowniki sa liczbami
nieparzystymi.
Korzystajac z wypisanych faktéw udowodnimy, ze liczba
zero nie jest granicy ciagu a,. Zalézmy dla dowodu
nie wprost, e lim a, = 0. Niech ciag pa/qn bedzie
nieskoriczonym ciagiem réinych najlepszych przyblizefi
liczby /2 o mianownikach nieparzystych. Mamy wtedy

| cos pa| = | sin(m/2 — pa)| =
sin (/2= pn) + (02 = 1)/2))

— [sin(gar/2 — pn)].
Ale dla dowolnej liczby rzeczywistej t mamy |sint| < |¢],
wigc w konsekwencji

[cospn| = ISin(q""sz = Pa)| < |gn7/2 — po| < 1/qn,

4

a stad
|sinpn| = /1 — (cospn)2>1—|cospn| >1—1/gs.

Ciag ¢» sklada sie z réznych liczb naturalnych, wiec

lim g, = co, a poniewas ciag pn/gn jest zbieiny do /2,

n—oo

wiec réwniez lim p, = co. Na mocy zaloZenia lim a, =0,
n—oo n—co

mamy zatem lim (sinp,)?" = 0. Z drugiej strony
n—oo

Pn/an
lim (sin p,)P™ > lim ((1 - (qu,,])"") —e 25 0.
W ten sposéb otrzymaliémy sprzecznosé koliczaca dowéd,
Ze ciag a, nie jest zbiezny.

Pozostaly nam jeszcze do udowodnienia wypisane
wlasnosci najlepszych praybliZesi. Pierwsze dwie

z nich sg na tyle proste, ze ich dowdd pozostawimy
starannemu Czytelnikowi. Wilasno&é trzecia jest wnioskiem
z udowodnionego w 1842 roku przez Dirichleta twierdzenia
nazywanego obecnie jego nazwiskiem.

Twierdzenie Dirichleta. Niech z bedzie liczba,
niewymierna. Dla dowolne]j liczby naturalnej @ istnieja
takie liczby caltkowite p, g, ze 1 < ¢ < Q oraz

|lzg —p| <1/Q.

Dowdéd. Rozwazmy nastepujacy uklad @ + 1 liczb

0, {z}, {2z}, ... ,{Q=} (gdzie {t} oznacza czesé utamkowa
liczby t) z przedzialu [0, 1]. Dwie sposréd nich régnia sie
nie wigcej niz o 1/Q. Oznacza to, Ze istnieja takie liczby
catkowite ry, r2, 81, 82,36 0 < r; < 12 < Q oraz

[(r1z — 81) — (r22 — 82)| < 1/Q. Przyjmujac ¢ = r1 — 13,

p = 81 — 83 otrzymamy teze twierdzenia.

Wiasnoéé czwarta jest wnioskiem z wlasnodci pierwszej

i trzeciej. Dowdd wiasnodci piatej sklada sig z dwéch
czefci. Najpierw zauwazmy, ze dowolna liczba niewymierna
ma nieskoriczenie wiele najlepszych przyblizeni. Zaléimy,
e jest przeciwnie. Przypusémy, ze p/q jest najlepszym
przyblizeniem liczby z o najwiekszym mianowniku. Wtedy
dla dowolne]j kiczby wymiernej s/r mamy |rz — s| > |¢z — p|.
Liczba z jest niewymierna, wigc |[gz — p| > 0, a zatem
istnieje taka liczba naturalna Q, Ze |gz — p| > 1/Q.

Ale w ten sposéb dowiedliémy, Ze dla dowolnej liczby
wymiernej s/r zachodzi |rz — 8| > 1/Q, ezyli otrzymaliémy
sprzecznodé z twierdzeniem Dirichleta. W ten sposéb
wykazalismy, Ze istnieje nieskoriczenie wiele najlepszych
przyblizefi liczby z. Ustawmy je w kolejnodci rosnacych
mianownikéw. Wykazemy, Ze spoéréd dowolnych dwéch
wyrazédw uzyskanego ciagu przynajmniej jeden ma
mianownik nieparzysty. Przypuéémy, Ze jest przeciwnie

— niech liczby (2p +1)/2q i (25 + 1)/2r beda kolejnymi
najlepszymi przyblizeniami liczby z. Ale wtedy liczba
(p+s-+1)/(g+7) jest ,lepszym przyblizeniem” liczby

z niz (2p +1)/2q, czyli istnieje najlepsze przyblizenie

z o mianowniku wigkszym niz 2¢, a mniejszym niz 2r.
Otrzymana sprzecznoéé koriczy dowéd wiasnodcei piatej,

a w konsekwencji réwniez dowdd rozbieznodci ciagu n.

Na zakoriczenie zauwaimy, Ze rozwigzali§my problem
z analizy matematycznej korzystajac z pewnych prostych
faktéw z teorii liczb.



