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Kilka lat temu duza, popularnosci a,wsród studentów
matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego cieszyl sie
nastepuja,cy problem z analizy matematycznej:

Czy zbi/lzny jest cia,gan := (sinnt ?

Ufundowano nawet nagrode za jego rozstrzygniecie.

Wyrazy ciaguan o numerach parzystych sa, dodatnie, wiec
ciag ten nie moze byc zbiezny do liczby ujemnej. Równie
latwo mozemy wykazac, ze badany cia,g nie ma granicy
dodatniej. Przypuscmy bowiem, ze liman = c, gdzie cn-=
jest liczba dodatnia. Wtedy otrzymalibysmy lim sinn =n-=
= lim (an)l/n = CO = 1, co, oczywiscie, nie jest prawda.n-=
W ten sposób w naszym sledztwie pozostala niesprawdzona
tylko jedna podejrzana - liczba zero. Zanim wykluczymy
i ja (a wiec w konsekwencji wykazemy, ze ciagan

nie jest zbiezny), przypomnijmy-przedstawmy kilka
faktów. Wszystkie one wiaza sie z przyblizaniem liczb
niewymiernych liczbami wymiernymi, czyli tak zwanymi
aproksymacjami diofantycznymi.

Niech x bedzie liczba rzeczywista, niewymierna. Liczbe
wymierna p/q nazywamy najlepszym przyblizeniem
liczby x, jesli dla dowolnej liczby naturalnej T ~ q

oraz dowolnej liczby calkowitejs prawdziwa jest
nierównosc Iqx - pl ~ ITX -:sI (innymi slowy, jest to takie
przyblizenie liczbyx za pomoca liczby wymiernej, ze biora,c
dowolne inne przyblizenie za pomoca, liczby wymiernej
o mianowniku nie przekraczaja,cymq popelnimy wiekszy
blad wzgledny w stosunku do mianownika).

W dalszym ciagu posluzymy sie nastepuja,cymi
wlasnosciami najlepszych przyblizen (które uzasadnimy
pózniej):
1. Dwa rózne najlepsze przyblizenia tej samej liczby
niewymiernej maja rózne mianowniki.
2. Najlepsze przyblizenie jest zawsze ulamkiem
nieskracalnym.
3. Jesli liczba wymiernap/q jest najlepszym przyblizeniem
liczby wymiernej x, to spelniona jest nierównosc

Iqx - pl ~ l/q.
4. Jesli pn/qn jest ciagiem róznych najlepszych przyblizen
liczby x, to lim (Pn/qn) = x.n-=
5. Kazda liczba niewymierna ma nieskonczenie wiele
najlepszych przyblizen, których mianowniki sa, liczbami
nieparzystymi.

Korzystajac z wypisanych faktów udowodnimy, ze liczba
zero nie jest granica ciaguan• Zalózmy dla dowodu
nie wprost, ze lim an = O. Niech ciagPn/qn bedzien-=
nieskonczonym ciagiem róznych najlepszych przyblizen
liczby 1r/2 o mianownikach nieparzystych. Mamy wtedy

ICOSPnl= Isin(1r/2 - Pn)1 =

= Isin ( (1r/2 - pn) + ((qn -1)/2)1r) 1=
= Isin(qn1r/2 - Pn)l·

Ale dla dowolnej liczby rzeczywistejt mamy Isin tl ~ Iti,
wiec w konsekwencji

I cosPnl = Isin(qn1r/2 - Pn)1 ~ Iqn1r/2 - Pnl~ l/qn,
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a stad

Isinpnl = .JI- (COSPn}2;::: I-ICOSPnl;::: l-l/qn.

Ciag qn sklada sie z róznych liczb naturalnych, wiec
lim qn = 00, a poniewaz ciagPn/qn jest zbiezny dó1r/2,n-=

wiec równiez lim pn = 00. Na mocy zalozenia liman = 0,
n-+co n-co

mamy zatem lim (sinpn)P"= O. Z drugiej stronyn-=

(q )P"/q,,lim(sinpn)P,,;::: lim (l-(l/qn))" = e-1f/2> O.n-oc n-oo

W ten sposób otrzymalismy sprzecznosc konczaca, dowód,
ze ciagan nie jest zbiezny.

Pozostaly nam jeszcze do udowodnienia wypisane
wlasnosci najlepszych przyblizen. Pierwsze dwie
z nich sa na tyle proste, ze ich dowód pozostawimy
starannemu Czytelnikowi. Wlasnosc trzecia jest wnioskiem
z udowodnionego w 1842 roku przez Dirichleta twierdzenia
nazywanego obecnie jego nazwiskiem.

Twierdzenie Dirichleta. Niech x bedzie liczba
niewymierna. Dla dowolnej liczby naturalnejQ istnieja
takie liczby calkowitep, q, ze 1 ~ q ~ Q oraz

Ixq - pl ~ l/Q.'

Dowód. Rozwazmy nastepuja,cy ukladQ + 1 liczb
O, {x}, {2x}, ... ,{Qx} (gdzie {t} oznacza czesc ulamkowa
liczby t) z przedzialu [O, 1]. Dwie sposród nich rózni a,sie
nie wiecej niz o l/Q. Oznacza to, ze istnieja takie liczby
calkowite rl, 72, SI, S2, ze ° ~ rl < T2 ~ Q oraz
I(TIX - sI) - (T2X - S2)1 ~ l/Q. Przyjmujac q = rl - T2,

P = SI - S2 otrzymamy teze twierdzenia.

Wlasnosc czwarta jest wnioskiem z wlasnosci pierwszej
.i trzeciej. Dowód wlasnosci piatej sklada sie z dwóch
czesci. Najpierw zauwazmy, ze dowolna liczba niewymierna
ma nieskonczenie wiele najlepszych przyblizen. Zalózmy,
ze jest przeciwnie. Przypuscmy, zep/q jest najlepszym
przyblizeniem liczbyx o najwiekszym mianowniku. Wtedy
dla dowolnej ~czby wymiernejs/r mamy ITX - si;::: Iqx -pl.
Liczba x jest niewymierna, wiecIqx - pl > 0, a zatem
istnieje taka liczba naturalna Q, zeIqx - pl > l/Q.
Ale w ten sposób dowiedlismy, ze dla dowolnej liczby
wymiernej s/r zachodzi Irx - si > l/Q, czyli otrzymalismy
sprzecznosc z twierdzeniem Dirichleta. W ten sposób
wykazalismy, ze istnieje nieskonczenie wiele najlepszych
przyblizen liczby x. Ustawmy je w kolejnosci rosnacych
mianowników. Wykazemy, ze sposród dowolnych dwóch
wyrazów uzyskanego ciagu przyna.jmniej jeden ma
mianownik nieparzysty. Przypuscmy, ze jest przeciwnie
- niech liczby (2p + 1)/2q i (2s + 1)/2r beda, kolejnymi
najlepszymi przyblizeniami liczbyx. Ale wtedy liczba
(p + S + l)/(q + r) jest "lepszym przyblizeniem" liczby
x niz (2p + 1)/2q, czyli istnieje najlepsze przyblizenie
x o mianowniku wiekszym niz2q, a mniejszym niz2T.

Otrzymana sprzecznosc konczy dowód wlasnosci pia,tej,
a w konsekwencji równiez dowód rozbieznosci ciaguano

Na zakonczenie zauwazmy, ze rozwiazalismy problem
z analizy matematycznej korzystajac z pewnych prostych
faktów z teorii liczb.


