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POLPRZEWODNIKI
NISKOWYMIAROWE

W sierpniu 1988 roku odbyle siy w Patacu
Kultury | Nauki spotkanie fizykoew 2z calego
swiata zajmujacych sie problematyks
polprzewednikdw . Honferencja ta, juz
dziewieinasta 2 kolei, zostala zorganizowana
w Warszawie po raz wtery (poprzednio w
1972 roku). Udzial w obradach bralo okolo
800 uczestnikéw z ponad trzydziestu krajow,
a wsrod nich dwéch laureatéw nagrody
Nobla: Leu Esaki pracujacy w laboratoriach
firrny IBM™w Yorktown Helghts w stanie
Nowy Jork (USA) craz Klaus von Klitzing 2z
Instytutu imienia Maxa Plancka w
Stuttgarcie (RFN}, Bardzo duza czes¢ obrad
konferencji byla poswigcona wiasnesciomn
fizycznym pélprzewodnikewych struktur
dwuwymiarowych, Obu neblistorn pregram |
przebieg konferencji musial przyniesé wiele
satysfakcli. Wszakze to Esaki w 1970 roku
zaproponowal wytwarzanie supersieci —
niezwyklych “kanapek" zbudowanych z
warstw réznych poélprzewodnikow. Natomiast
w 1972 roku w Warszawie Esaki prezentowal
juz pierwsze wlasnosci supersieci Gafs—
GaAlAs otrzvmanych w IBM, Z kolei von
Klitzing odkryt w 1980 roku najciekawsza
wlasnod¢ dwuwymiarowych struktur
polprzewednikowych — kwantowy efekt
Halla. Zmniejszanie si¢ liczby wymiiarow w
swiecie pélprzewodnikow weale sie na tym
nie skonezylo, Poczawszy od 1982 roku
zaczeto wytwarzac jedniowymiarowe
struktury potprzewodnikowe w postaci
waskich sciezek o szerokosci rzedu 100 nm.
Z kolei w czasie konferencji 1988 roku grupa
Esakiego przedstawila bardzo interesujace
wiasnosci nie tylke struktur
Jednowymiarowych, ale i zerowymiarowych
(punktowych) otrzymywanych poprzez
selektywne trawienie warstw
dwuwymmuarowveh, Inny rodzaj obiektow
zerowymiarowych zaprezentowali w
Warszawie fizyey radzieccy z Leningradu.
Badali oni wlasnosci optyczne
mikrokrysztatéw pélprzewodnikew
umieszczonych w praezroczyste] matryecy
szklanej Owe “okruszii® peiprzewodnikowe
dochodzily do rozmiaréw rzedu pojedynczych
nanometrow Wszystkie rodzaje twordw
dwu—, jedno— 1 zerowymiarowych
stanowia "studnie kwantowe" ograniczajace
mozliwesé poruszania sie elektronéw, kidre
normalnie swobodnie wedruja po krysztale.
Co wigeej, elektron w krysztale rmoze miec
bardzo mala mase efektvwna m*, rzedu
ularmmka masy swobodnege elektronu w
prozni. W polaczeniu z duza siala
dielektryezna pélprzewodnikew daje to
istotne rozmycie funkcji falowe] takiego
elektronu, nawet do wartosci rzgdu 10 nm.
Taki "nadmuchany” elektron musi sie jednak
Zmiescic w warstwie, waskiej sciezce czy
nawet tworze zerowymiarowym. Jak latwo
sie domyslic, poweduje to istotne zaburzenia
widma energil standw elektronowych.
Zarowno rachunki teoretvczne, jak i badania
eksperymentalne tych standw nie sa jeszcze
zakonczone i swiat fizyki "niskowymiarowej"
rnoze kry¢ Jeszeze wiele niespodzianek

Siedemnastokat foremny

Dr Maciej BRYNSKI

Wykonywanie konstrukeji cyrklem i linijka naleiy juz od czaséw starozytnych

do zadas ulubionych przez matematykdéw. Bez trudu potrafimy skonstruowaé tréjkat
réwnoboczny, kwadrat albo szedcickat foremny. A jak to jest z innymi wielokatami
foremnymi ? Okazuje sig, Ze nie kazdy taki wielokgt mozna skonstruowaé; dokladniej
wyjaénimy to w dalszym ciagu. Problem ten rozstrzygnal nie byle kto, lecz najwigkszy
matematyk wszechczaséw — Carl Friedrich Gauss. W rcku 1786 dziewigtnastoletni
Gauss podal konstrukcje siedemnastokata foremnego, a raczej przytoczyl dowdd tego,
Ze konstrukcjg taks mozna wykonaé. Przesledémy to rozumowanie.

Przyjmiemy, Ze siedemnastokat, ktéry chcemy skonstruowad, bedzie wpisany
w kolo o promieniu 1 i érodku w poczatku nkladu wspélrzednych oraz jeden z jego
wierzcholkéw bedzie punktem A = (1,0). Pozostale wierzcholki leia na okregu,
dzielac go na 17 réwnych tukéw. Utoisamiajac punkt (z,y) 2 liczba zespolona z + iy
utozsamiamy wierzchotki tego 17-kata = liczbami
£k :cosz-@—ﬂ—-—lri sinw,

17 17
tj. pierwiastkami stopnia 17 z jedynki. Wynika to stad, Ze pierwiastki stopnia 17
% jedynki maja modul réwny 1, ich argumentami zad 83 kolejne wielokrotnodci kata
2%, a zatem punkty plaszczyzny reprezentujace te liczby zespolone leia na okregu
o promieniu 1 i §rodku (0,0) dzielac ten okrag na 17 réwnych tukéw.

£=0,1,2,...,186,

Siedemnaécie liczb €o, £1, €2, ...,616 stanowi grupe wzgledem mnozenia; istotnie
— iloczyn dwéch spoéréd tych liczb jest znéw jedna z nich :

€k " Em = (cos L +1sin %ﬁ_r_n;) , (cos S0 -+ 1 sin 2——””) =
Sl 17 17 ] I 17

1 20k+m)r . . 2Ak+m)T\ _

= (cos 7 +1sin 17 = Ek+m

(gd)-( k 4+ m > 17, to zastepujemy tg liczbe reszta z podzielenia przez 17),
— odwrotnoéé liczby ey jest liczba £17—k (odwrotnoécis liczby g0 jest €o).

Aby udowodnié wykonalnoéé konstrukeji siedemnastckata foremnego, Gauss
przeprowadzil nastepujace rozumowanie.

W grupie pierwiastkéw stopnia siedemnastego z 1 uporzadkujmy elementy €1, ...€16
w nastepujacy sposéb: liczbie ep przyporzadkowujemy nowy numer [, jezeli liczba

3! daje przy dzieleniu przez 17 reszte k. W poniiszej tabelce w gérnym wierszu
zestawiono nowe, a w dolnym wierszu stare numery pierwiastkow.

—

6 1 2 3§ A6 6 7 # 9 10 31 3% 13 14 15
1 3 9 10 13 5 15 11 i6 14 8 7 4 12 2 &

Bedziemy pisaé e na oznaczenie pierwiastka, ktérego nowy numer jest I. Oznaczymy
Przez om,, sume tych gy, ktérych numery ! przy dzieleniu przez m daja, reszte r.
Rozwaimy najpierw

020 = €[] +&[2] T E1a] T - T EN14];

02,1 = €] + €5 +Es) + .-+ Epig) -
Udowodnimy, ze licsby o2, 1 02,1 83 pierwiastkami pewnego réwnania kwadratowego
o wapdlezynnikach catkowitych; wyniknie stad, Ze liczby te potrafimy skonstruowaé.
Wezmy pod uwage sumy liczb 02,0 1 02.1. Jest to suma wszystkich pierwiastkéw
stopnia 17 z 1, z wyjatkiem liczby g0 = 1. Ale przeciez

e 1—el”  1-1

l+e1+eates+...+e6=1+e1+el+ei+...+e°=——= =0
1—g; 1—¢g
Zatem
() oa0+0a1=¢€1+e2+...+86=—1.

Rozwazmy teraz iloczyn 62,0 - 02,1. Jest on réwny sumie 64 skladnikéw ey - €|, gdzie
k jest liczba parzysta, m — nieparzysta.
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Roswisazanie sadania F 260.

W czasie ruchu przewodzace] cieczy
w polu magnetycznym w ohwodszie
powstaje sila elekiromotoryczna
indukcii €iua = vBd (co mozna
latwo otreymad rozpatrujac dzialanie
sily Lorentza na swobodny nognik
ladunku). Wobec tero w obwodzie
plynie prad

Eind d

I=ren P8k f=o3
Stad moe bedzie réwna
P=1'F = e:"n.f.!? §.E v?B*d*R :
(r+R)? ~ (@/(x8)+R)?

To samo dla pieciokata:
O==60+e1 +€3+63+8=

=148 +:z+si+sf=
1

£1

 §
1+ (u+;—) + (tf+2+;1-2-) —2=
1 i
2
(q+i) +(81+-J:—) =1=0,
3% L2
/_’_F,d_— £y

1
=lt+ei+el+ 5+
3

]

&
Rozwiazujemy réwnanie
v+y-1=0

i biorac z = %y konstruujemy pieciokat.

PokaZemy nigej, e wiréd tych 64 skladnikéw kaidy z pierwiastkéw (o, E[1]s - -+ EQ18]
wystepuje dokladnie 4 razy. Otrzymamy stad

() 020020 = 4(epo e+ .. Feps)) = Herteat. .. Hee) = 4+ (—1) = —4.
Caytelnik zechce uzasadnié,ie kazdy skladnik E[k] - €{m] mozZna przedstawié w postaci
Ep] * E[p+r], Bd2ie 0 < p <15, r =1,3,5,7.

Zastosujemy teraz przeksztalcenia Tk (k =1,2,..., 16) przyporzadkowujace
plerwiastkowi £; jego k-ta potege 5;5. Kazde z tych przeksztalceri odwzorowuje

zbiér pierwiastkéw {e),€2,...,€16} na ten sam zbiér. Jest pray tym Ti - T} = Tht i
przeksztalcenia Tk (k= 1,2,...,16) stanowia grupe wzgledem skladania. Podobnie,
jak przy numerowaniu pierwiastkéw, przyjmiemy i tu nowe numery: Ty = Ty, jedhi 3!
daje reszte k przy podzieleniu przez 17. Przy tej numeracji mamy

Tiwien) = Eppty 5
Tim) (Tixi 1) = Tim-+x1€01) -

15
Wracajac do sumy Y k) €im) = ). 9, &[] - E[p+r] POGTUPUjemy w niej skladniki
p=0r=1,8,5,T
z ustalonym r:
Sr = €0]81r) T 11 [14e] (2183 e] o+ E(15) 15 4r] =

= Tioi(ero121-1) + Tiny (Epor€r1) + - - - + Tsy(eporer)) =

= Tioir) + Tia&pey + -+ + Tasi€pe) = €jo) + €11 + -+ + 615y = —1.
Poniewai r przyjmuje cztery wartodci, wiec

02,0 " T2,1 =81+ 82+ 85+ 8, =—4.

Wobec (*) i (+#) liczby 02,0 i 62,1 53 plerwiastkami réwnania 22 + z — 4 = 0. Punkty
osi liczbowej odpowiadajace tym pierwiastkom potrafimy, oczywiscie, skonstruowad.
Rozwazamy teraz

T4,0 = E[p] + E[4] T E[3] + E12]»

T4 = €[] + Eps) + Ejo] + €13

Os2 = €] + €[6] + £[10] T E[14] 5

Ta3 = E[a] T €[7] +E[1) T Ens) s
i analogicznie jak wyzej stwierdzamy, ze

Cao+ 042 =020, Os0-042=-—1.

Stad wynika, 2e 04,0, 04,2 53 pierwiastkami réwnania 2° — ¢392 — 1 = 0 i podobnie Oa,
04,3 8a pierwiastkami réwnania 2® — 02,12 — 1 = 0. Punkty odpowiadajace liczbom 4,0,
04,1, Ta,2, 04,3 mozna skonstruowaé.

Rozwazamy wreszcie

T8,0 = Efo] T E[s]s 0T84 = E[q] T+ E[12]

i ofrzymujemy

g0+ 084 =040, 080 0s4=2041,

skad wynika, Ze 03,0 i 03,4 83 pierwiastkami réwnania 2? — 04,02 + 04,1 = 0, moZna wiec
te licaby skonstruowal. Zauwaimy, e 05,0 = (o] + &) = €1 + £16 = 208 (f—‘;), a majac
te liczbe skonstruujemy 17-kat foremny. Wystarczy bowiem odlozyé na osi OX liczbe
cos (%) i wystawi¢ w otrzymanym punkcie prostopadla do osi. Przecina ona okrag
jednostkowy w punktach odpowiadajacych liczbom e i £;6. Odkladajac odpowiedni
luk na okregu otrzymamy kolejne wierzcholki siedemnastokata. Przeprowadzajac
wskazane wyzej rachunki mozna stwierdzié, e

cos (%) = %5 (v17-1+ V34—2V17’ + é-\/17+3\/17-\/170+38\/17

Pomyst Gaussa przedstawiony w powyzszej konstrukeji daje sie zastosowaé do
konstrukcji p-kata foremnego dla kazdej liczby pierwszej Fermata p, tj. liczby
pierwszej postaci p, = 22" + 1. Dla n = 0,1, 2, 3,4 wzér ten daje istotnie liczby
pierwsze 3, 5, 17, 257, 65537, Podstawiajac w miejsce n kilkanadcie kolejnych liczb
naturalnych otrzymujemy liczby zlozone; nie wiadomo, czy w ciagu (p,) wystepuje
choé jeszcze jedna liczba pierwsza oprécz wymienionych wysej. Przytoczony tu dowdd
konstruowalnodci siedemnastokata sam Gauss uwagal za jedno z wazniejszych swych
odkryé.

A co z innymi wielokatami foremnymi ? Okazuje sie, 7e n-kat foremny mozna
skonstruowaé wtedy i tylko wtedy, gdy w rozkladzie liczby n na czynniki pierwsze
‘wystepuje pewna potega dwdjki (moze byé z wykladnikiem zero) oraz ewentualnie
rézne liczby pierwsze Fermata.
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