O klasyfikacji grup skoriczonych

Dr Zbigniew MARCINIAK P+

Na jakiej podstawie jestedmy sklonni nznaé pewne
przedmioty za bardziej symetryczne od innych 7

Mozemy postapié np. tak: dla kazdej z ogladanych figur F' rozwazmy zbiér Sym(F)
wszystkich ruchéw sztywnych (izometrii euklidesowych), ktére nakladaja F' na F. Ten
z przedmiotéw uznamy za bardziej symetryczny, ktérego zbiér symetrii Sym/(F) jest
»bogatezy”, tj. ma wiecej elementéw. Nawet jedli figura F jest pozbawiona wazelkiej
symetrii, to i tak zbiér Sym(F) jest niepusty: przeksztalcenie identycznodciowe
naklada F na F. Jest oczywiste, 7e skladajac przeksztalcenia naleiace do zbiorn
Sym(F), a takie odwracajac przeksztalcenie z Sym(F), nadal pozostaniemy w tym
zbiorze.

Jedli X nie jest figura geometryczna, lecz po prostu zbiorem pewnych przedmiotéw,
to rozwazanie izometrii nie ma sensu, ale zbiér Per(X) wszystkich wzajemnie
jednoznacznych przeksztalcen X na X (zwanych permutacjami) ma fe same wlasnoéci,
ktére zauwagylismy wyzej dla zbioréw symetrii.

Oto przyklady permutacji:
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Gra w 3 karty: Ktdra permutacja smyli widza 7 Ta permutacja jest latwa... ...a ta trudna do wykonania,

Wapélne wlasnodci zbioréw symetrii i zbioréw permutacji moina wyslowi¢ jak
nastepuje. Dany jest zbiér G' z dzialaniem - (u nas skladanie przeksaztalceii), ktére ma
nastepujace wlasnogei:

1. G zawiera element e neutralny ze wzgledu na dzialanie - :

e-a=a-¢=a dladowolnego a€G.
2. Kazdy element ¢ € G ma w zbiorze G element odwrotny a':
a-a'=a'-a=e.
3. Dzialanie - jeat laczne:
a:-(b-¢)=(a-b):-c dladowolnych a,b,c€EG.
Zbiér G, wyposazony w dzialanie - spelniajace powyisze aksjomaty, nazywamy grupa.
Na ogét dzialanie grupowe nazywa si¢ mnozeniem, a element neutralny — jedynka
(na wzér grupy multiplikatywnej dodatnich liczb rzeczywistych). Panuje e zwyczaj
nazywania dzialania dodawaniem, a elementu neutralnego zerem, gdy chcemy krétko
zasygnalizowad, i grupa jest przemienna (tj. a-b = b a dla dowolnych a, b € G).

Wezystkie rozwazane dalej grupy beda skoticzone, tzn. zbiér G bedzie mial zawsze
skoticzenie wiele elementéw (liczbe elementéw grupy nazywamy rzedem grupy i
oznaczamy |G|). Np. jesli zbiér X sklada sie z n kolejnych liczb: 1,2,...,n, to grupa
Per(X) ma, jak nietrudno obliczy¢, n! elementéw. Grupe te oznaczamy S,.

Ciekawych przykladéw grup skoficzonych dostarczaja nam wielodciany w przestrzeni
tréjwymiarowej. Oznaczmy przez O(W) grupe tych obrotéw przestrzeni, ktére
przeprowadzaja wielodcian W na siebie. Gdy W, jest ostrostupem prawidiowym
nieforemnym, ktérego podstawa jest n-kat foremny, to grupa O(W,) ma n elementdw
i sklada sie z obrotéw ostroshipa wokél jego osi. Nosi ona nazwe grupy cyklicznej C,.

Gdy W jest graniastostupem (ale nie szescianem), ktérego podstawa jest ten
sam n-kat foremny, to jego grupa obrotéw O(W,) ma 2n elementdw: n ,starych”
obrotéw podstawy oraz n nowych obrotéw, bedacych zlozeniem starych obrotéw
z pélobrotem h, stawiajacym graniastostup ,do géry nogami®. Grupa O(W3) nosi
nazwe grupy diedralnej D, (grupy dwusdcianu).
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Grupy cykliczne C,, i diedralne D, tworza dwie nieskoriczone serie typowych grup
obrotéw przestrzeni 3-wymiarowej. Oprécz nich mamy jeszcze tray grupy wyjatkowe,
zwiazane 2z brylami platoﬁékimi. Dla czworoécianu dostajemy 12-elementows

grupe T'. Dla szedcianu i dla oémioécianu foremnego mamy grupe 24-elementowsa,
oznaczana tradycyjnie przez 0. Wreszcie dla dwunastosdcianu i dla dwudziestodcianu
foremnego mamy grupe I o 60 elementach. (Zachecam Cazytelnikéw do odszukania tych
wszystkich obrotéw dla kazdej z bryl.)
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Zauwazmy, ze grupa O ma 4! elementéw, podobnie jak grupa S¢. Moze to ta sama
grupa, tyle ze w ,,geometrycznym przebraniu® ?

Dwie grupy Gi, Gz uznamy za takie same (izomorficzne), jesli istnieje wzajemnie
jednoznaczne przeksztalcenie f : Gy — G2, ktére zachowuje mnozenie:

f(z-y) = f(z)- f(y) dla dowolnych z,y€G.

i Nietrudno dowiesé, ze grupa O jest istotnie izomorficzna z grupa S¢. W tym celu

- naleiy zauwazy<¢, e kazdy obrét szedcianu permutuje zbiér czterech przekatnych,
Roswigeanie sadania T 258. przechodzacych przez jego érodek. Co wigcej, kaidy obrét szedcianu jest wyznaczony
A) .‘;rm’l'«k rombu jest grodkiem przez te permutacje jednoznacznie.

symetrii tego cbwodu. Sposéh

podlaczenia tego cbwodu do frédla Nie nalezy jednak sadzié, e kazde dwie grupy, ktére maja tyle samo elementéw, sa

pradu sprawis, ie kaidemu elementowi jgomorficsne. Np. grupy Ss i Ce maja po 6 elementéw, ale sa réine: w Cs mnoienie

jednego boku mofemy prryporzadkowad . F 3
= 1
odpowiedni element boku réwnoleglego, jest przemienne, a w S3 — nie (sprawdi ')'

ktdry bedzi¢ wytwarsac pole o tej
samej wartodcl, ale praeciwnie

Giéwnym zadaniem feorii grup skonczonych jest ich pelna klasyfikacja.
skicrowane: (Ommaczn io, de indukela Grupa G = {g1,...,gn} jest w pelni opisana przez swoja tabelke mnozenia, ktéra
w frodku rombu jest réwna zeru. poda.je wynik pomnoéenia kazfdych dwdéch jej elementéw. Tabelka ta jeﬁt- wiec

- kwadratem o boku n. Takich tabelek jest skoriczenie wiele. Dla malych liczb n
mozemy je wszystkie bez trudu wypisaé, ale dla duzych n zadanie robi sig klopotliwe:
wigkszoéé tabelek nie chce spelniaé aksjomatéw grupy ! Trzeba wiec szukaé innych
sposobdw.

Inna mozliwoséé stwarza nastepujace twierdzenie Cayleya: kazda grupa skorczona rzedu
n jest podgrupa, w grupie permutacji S,. (Mnozenie z lewej strony przez g € G miesza
elementy grupy G, okredlajac w ten sposéb ich permutacje.)

B) W praypadku drugiego sposobu Dla klasyfikacji grup rzedu n nalezaloby opisaé wszystkie podgrupy w grupie S,.
podlaczenia (rys.) pola magnetyczne Niestety, jest to réwniez zadanie beznadziejne dla duzych n. Twierdzenie Cayleya daje
wytwortone pracs posscsegdlne nam jednak mozliwodé wygodnego reprezentowania grup skoriczonych za pomoca, liczb,

boki zaumujs sig dajac w drodku jeci k t
rombu pole réine od gera. Indukcje D= W RELAOMIPHIOTS.

"::‘1‘:“‘1‘::*‘[‘:::}( ‘:':;?jl‘;‘_]l"i I""I“‘_j * — Wiasdciwa droga do klasyfikacji grup rozpoczyna sie od nastepujacego odkrycia:
Calkowits indukia w t'yu: r',m;i(;ip ' niektére grupy skoriczone sa zbudowane z dwéch grup o mniejszej liczbie elementéw.
wyniesie B = 4B'. Na podstawie Aby znale#¢ taki rozklad dla grupy G, wystarczy wskazaé w niej podgrupe

prawa Biota - Savarta mojemy normalna H, tj. taki podebiér H C G, ktéry:

oblicey€ nateienic pola magnetyczncgo 1, jest podgrupa, tzn. H wraz z mnozeniem pochodzacym z G spelnia aksjomaty
w punkecie O, pochodzace od jednego

z hokdw: grupy, oraz
) ! - ) - 2. dla dowolnych elementéw z € G i h € H element zhz' pozostaje w H (warunek
H = 4“.’_1:;::; LAOD 4+ sin £LDORB), normalnoéci).
poniewai LAOD = a/2, LDOB = Jedli H # {e} i H # G, to G jest zbudowana z pary grup. Jedna z nich jest sama H,
= @, r=ay/3/4, wige a druga - tzw. grupa ilorazowa G/H, ktéra ma dokladnie |G|/|H| elementéw.
] I s
= 2rv5a (va=E3), Uznamy, Ze badanie takiej grupy G zostalo zredukowane do zbadania mniejszych
Znajac op6r drutu R = p4a/S grup H i G/H. Pozostaje jednak problem opisu tych grup G, ktére nie maja podgrup
obliczymy natesenie pradu w obwodzic: normalnych H réinych od {e} i G. Takie grupy nazywamy grupami prostymi.
= :: = ;j- Ktére z grup opisanych wyzej byly proste 7 Grupa cykliczna C, jest prosta tylko
Stad wtedy, gdy n jest liczba pierwsza. Grupy diedralne nie sa proste: zawieraja podgrupy
B = 4B’ = 3:_ (V3 + 1))V normalne C,. Grupy permutacji S, takie nie sa proste: zawierajg one podgrupy
2mpa 2 normalne A,, skladajace sie ze wszystkich permutacji parzystych.
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Rozwigeaanie zadania M 528.
Ustalmy poczatek ukladu
wapdlregdnych w punkcie przeciecia
prostych m, n, of z — jako dwusieczna
kata miedsy prostymi, of =

w plasnezydnie wyanaczonej prres
proste m, n (ktére prrecinaja sie pod
katem 2.

Srodek kuli ma wspélraedne C =

= {x, i, (), A jest punktem stycrnodci
sfery z prosta m, B — rsutem
prostopadlym & na plassczyene zz

W takim razie AC? = CB? + BA?:
ornaciajac prees B promien kali, mamy
AC =R, CB =y, BA = zsina, stad

RY = y" + 27 sin?

a to jest rownanie elipsy.
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Rozwigzanie seadania M 527,

W koricu dostajemy los, ktéry albe
wygrywa, albo przegrywa. Ze wargledu
na symetrie prawdopodobierfistwo
otreymania kaidego » takich losdw
jest takie sameo. Zatem szukane
prawdopodobiefstwo wynosi

m}, czyli jest takie jak

w sytuacji, w ktdrej usunigto by
warystkie losy uprawniajace do
nast¢puego ciagnienia. Znajduja sie
one w rdinyeh loteriach wylacznie
w celach propagandowych.
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Permutacja miesza naturalna, kolejnodé liczb; np. ¢ € S5 moze przekssztalcaé 12345

w 21435. Liczby te mozemy ponownie uporzadkowaé, zamieniajac miejscami niektére
pary liczb sasiednich. Jeéli liczba tych zamian jest parzysta, to permutacja tez nazywa
sig parzysta. Taka jest np. permutacja ¢ z powyzszego przykladu:

@0 @O0

Zadanie: wykas, ze grupa T obrotéw czworoécianu foremnego jest izomorficzna
z grupa As.

Moina udowodnié, e dla n > 5 grupa A, jest prosta. Mamy wiec jui dwie
nieskoriczone serie grup prostych: Cp, gdzie p — liczba pierwsza, oraz A, dla n > 5.
Odkryto jeszcze 16 innych serii skoriczonych grup prostych. Podobnie jak seria A,
zostala wykryta w grupach permutacji Sn, tak te nowe serie zostaly wykryte za_
pomoca grup macierzy.

Maciers dla algebraika to po prostu kwadratowa tablica skladajaca sie z liczb.
Najwainiejsza cecha macierzy jest to, Ze je mozna mnozyé. Dla geometry — macierz to
bardzo ekonomiczny sposéb zakodowania przeksztalcenia afinicznego (zachowujacego
proste) przestrzeni n-wymiarowej, ktére zachowuje punkt (0,0,...,0). W tej

-interpretacji mnozenie macierzy dokladnie odpowiada skladaniu przeksztalcesi, a zbiér

macierzy odpowiadajacych przeksztalceniom cdwracalnym tworzy grupe — GL(n,R).
Jest to grupa Liego — o nich tez mozesz poczytaé w tym numerze Delty.

Oczywiécie, grupa GL(n,R) jest nieskoriczona. Wefmy wiec zamiast nieskoriczonego
zbioru liczb rzeczywistych skoficzony zbiér reszt F, = {0,1,2,...,¢ — 1} dla

ulubionej liczby pierwszej g. Liczby ze zbioru F, moina, podobnie jak liczby
rzeczywiste, dodawac i mnozy¢ biorac zawsze wynik modulo g. RozwaZajac macierze
o wspéiczynnikach ze zbioru F, otrzymujemy grupe skoriczong GL(n,q). Wspomniane
wyZej grupy 16 nowych serii powstaja z grup GL(n, g) przez proste operacje
algebraiczne. 83 one écisle zwiazane z tzw. prostymi grupami Liego i dlatego nosza,
wepolnga nazwe grup skoficzonych typu Lie.

Wszystkie grupy proste, wspomniane dotad, uchodza za typowe. Oprécz nich istnieja
Jjeszcze tzw. grupy sporadyczne, odkrywane ad hoc i nie mieszczace sie w zadnym
schemacie. Byly one znajdowane pojedynczo, w ciagu kilku dziesiecioleci.

Znamy obecnie 26 grup sporadycznych. Kasda z nich ma swoja nazwe, zwykle
pochodzacy od nazwiska jej odkrywey-konstruktora. Mamy wiec 5 grup Mathieu:
My, Mia, Mza, Mas, Ma, — zostaly odkryte w 1860 r., z ktérych najmniejsza M,

ma 7920 elementéw, a najwicksza — Mas: 244 823 040 elementéw. Grupe M); moina
reprezentowad w komputerze jako podgrupe permutacji 11 liczh, generowana przes dwa
elementy:
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Dalej mamy 4 grupy Janko: J1 — 1966 r., J2, J3 — 1960 r., J4 — 1980 r.; grupy
Higmana-Simsa: HS - 1968 r., McLaughlina: Me¢ - 1969 r., Suzuki: Suz — 1969 r.,
Rudvalisa: Ru — 1973 r., Helda: He — 1969 r., Lyonsa: Ly — 1972 r., O’Nana: ON —
1976 r., trzy grupy Conwaya: .1, .2, .3 — 1969 r., trzy grupy Fishera: M(22), M(23) i
M(24)" - 1971 r. oraz w koficu cztery grupy Griessa: Fs, Fa, Fa, Fy — 1976 r.

Najwieksza posdréd grup sporadycznych jest grupa Fy, ktéra ma
24¢.3%0.5%.75.11%.13%.17-19-23.20-31-41-47-59-71 =
= 808017424794 512 875'886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000 elementéw.

Poczatkowo nosila ona nazwe potwora (monster), ale gdy jej odkrywca, R. Griess,
znalazl jej ladng interpretacje geometryczna, przemianowal ja na przyjaznego
olbrzyma (friendly gianf). Grupa ta zostala odkryta jako podgrupa w grupie macierzy
stopnia 196 883.

W lutym 1981 roku specjaliéci nznali, ze dowéd twierdzenia o klasyfikacji grup
prostych zostal zakoiiczony — innych grup prostych nie ma ! Twierdzenie to jest
efektem pracy setek matematykéw. Jego dowdd sklada sie z wielu fragmentéw,
rozrzuconych w okolo 500 pracach zajmujacych lacznie ckolo 10000 stron druku.
Oczywiscie, prace nad uproszczeniem dowodu trwaja.
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