Wprowadzenie wykladniczej (kanonicznej) parametryzacji
jest pierwszym krokiem w badaniu grup Liego. Krok drugi
(znacznie trudniejszy) polega na okreéleniu na przestrzeni
R" (ktérej fragment wokél zera stanowi zbiér parametréw
przy parametryzacji kanonicznej) dzialania algebraicznego,
zwiazanego z dzialaniem grupowym w G, ktére
przyporzadkowuje parze wektoréw (a, b) trzeci wektor,
zwany ich iloczynem (lub nawiasem) Liego i oznaczany
[a,b]. W przypadku grupy z przykladu 3 odpowiednia,

przestrzenia jest R?, a nawiasem Liego wektoréw jest ich
iloczyn wektorowy.

Przestrzen R"™ z nawiasem Liego nazywa sie wiedy algebra
Liego grupy G. Jej struktura algebraiczna koduje calkowita,
informacje o lokalnej strukturze G (tj. o tym, jaka jest
grupa G w otoczeniu jedynki). Analiza mozliwych postaci
algebr Liego pozwala wiec lokalnie opisaé odpowiadajace
im grupy. Taki jest wierzcholek géry lodowej zwanej teoria
grup Liego. )

Petelki na torusie

Mamy torus i mamy lepka, rozciagliwa nié. Slowo
»lepka” oznacza, ze raz przylozona do torusa

juz sie od niego oderwac nie moze. Moze sie
natomiast dowolnie na nim przemieszczaé.

I owijamy torus ta nicia. Np. 3 razy przez otwdr,
potem 2 razy dookola calego torusa, potem 5
razy przez otwdr, ale w przeciwng strone i 3 razy
dookola calego w te samg strone co poprzednio.

Interesuja nas tylko takie owiniecia, w ktérych
koniec nitki jest polaczony z jej poczatkiem.
Na takich owinieciach bedziemy rachowad.
Podstawowg sprawg przy rachowaniu jest
odpowiedZ na pytanie, jakie obiekty sa rowre.
Za jednakowe (czyli réwne) owinigcia bedziemy
uwazali takie, ktére mozna nalozy¢ przez
przemieszczanie nici na torusie.

Dodawaé owinigcia bedziemy w naturalny sposéb:
po wykonaniu jednego owinigcia nie laczymy
Jeszcze jego poczatku z koricem, tylko koniec
traktujemy jako poczatek drugiego owiniegcia,
wykonujemy je i dopiero jego koniec laczymy

z poczatkiem pierwszego.

Pytanie o wlasnosci dodawania owinieé wydaje sie
trudne, a okazuje sie, ze sa one dokladnie takie
Jak wlasnosci dodawania ,,po wspélrzednych” par
liczb catkowitych:

(k, )+ (m, n) = (k+m,l+n).
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Gdyby udalo sie nam to udowodnié, to
znaczyloby to miedzy innymi, ze podany

na poczatku przyklad owiniecia jest réwny
takiemu: 2 razy przez otwdr w przeciwna strone,
a potem 5 razy dookola calego torusa. Bo te
liczby to wlasnie sa oddzielnie zliczane obiegi
przez otwdr 1 oddzielnie — dookola calosei.

Widac wobec tego, jak si¢ zabra¢ do dowodu

— wystarczy udowodnié, ze owiniecie (1 raz
przez otwdr, 1 dookola i znéw 1 przez otwdr)
jest réwnowazne owinieciu (2 przez otwdr i

1 dookola). Gdy te trzy owinigcia stanowia cala
petelke, sprawa jest oczywista — wystarczy zaczaé
liczyé od ,i znéw”. Nam jednak potrzebna jest
mozliwosé zamiany kolejnosci owijania réwniez
wtedy, gdy te owiniecia stanowig fragment
bardziej skomplikowanej petelki. Ale to tez jest
proste do sprawdzenia — rysunek na okladce.

Tak wiec wykazalismy, ze grupa owinigc torusa
jest izomorficzna z grupa par liczb catkowitych.

Plynie stad (i w ogdle z podobnych owijkowych
rozwazan na réznych powierzchniach) szereg
wnioskéw topologicznych, ale to juz inna historia.
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