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Grupy te pojawily sie okolo roku 1870 za sprawa
pracujacego w Niemczech norweskiego matematyka
Sophusa Lie. Chcial on zastosowad do réwnan
rézniczkowych metody podobne do tych, jakie stworzylt
dla badania rozwiazalnodci réwnafi algebraicznych Evariste
Galois. Jego nadzieje w tej mierze zidcily sig tylko
czesciowo, jednak klasa grup odkryta pray tych badaniach
okazala sie wazniejsza od problemu, ktérego rozwiazanin
miala stugyé.

Poczatkowo bardzo geometryczna i lokalna teoria

grup Liego dzigki pracom Engela, Killinga i Cartana
uzyskala gleboki sens algebraiczny stajac sie jednym

z podstawowych narzedszi globalnej geometrii réZniczkowej.
W latach trzydziestych zaczela sie, trwajaca do dzisiaj,
inwazja metod teorii grup Liego w fizyce. Obecnie grupy
Liego s3 jednym z podstawowych pojeé wspélczesnej
matematyki.

Znaczenie grup Liego wynika z nastepujacych okolicznodci:
(A) Warunki, jakim ma odpowiadaé grupa Liego, nie sa
bardzo ograniczajace — istnieje duzo grup Liego.

(B) Pomimo owego ,liberalizmu” warunki te wymuszaja
bardzo specjalng strukture algebraiczna pozwalajaca

na szczegdlowy 1 konkretny opis.

(C) Wszystkie naturalne i wazne grupy, majace ,charakter
geometryczny”, sa grupami Liego.

Z tych powodéw grupy Liego umozliwiaja w wielu
sytuacjach (punkt (A)) ujecie ilodciowe (ofernjac

rodzaj ,wspéirzednych” — punkt(B)) z pozoru bardzo
niesprecyzowanych sytuacji. Glebsza analiza (ktérej

tu, niestety, nie mozemy przeprowadzi¢) pokazuje, e
grupy Liego sg obiektami o bardzo regularnej strukturze,
ktérej czesto ,,w zastanej sytuacji® zupelnie nie widaé.
Co wiecej, do wykrycia tej struktury (za sprawa teorii
grup Liego) wystarcza proste kryteria. A dwiat, jak sie
okazuje (punkt (C)), jest zbudowany bardziej regularnie,
niz to na pierwszy rzut oka widaé. Grupy Liego stanowia,
instrument pozwalajacy te ukryta regularnodé ujaé w dcisle

formuly.

Artykutl ten nie bedzie Scislym i metodycznym wykiadem
teorii grup Liego — skoncentrujemy sie na ukazaniu
na praykladach wymienionych wyiej aspektéw (A), (B) i

(©).

Zaczniemy od nieformalnej definicji: grupy Liego to
takie grupy, ktére moina lokalnie (czyli po podzieleniu
na odpowiednio male fragmenty) utozsamié {dla kazdego
fragmentu z osobna) z fragmentem przestrzeni R™ (przy
ustalonym n) i, w efekcie tego utozsamienia, opisywac za
pomoca wspdlrzednych. We wspétrzednych tych dzialanie
grupowe wyraZa si¢ za pomoca funkeji rézniczkowalnych,
tzn. wspélrzedne elementu bedacego wynikiem dzialania
na elementach z i y s3 funkcjami réZniczkowalnymi
wspélrzednych tych elementdéw.

A oto przyklady, ktérz powinny zasugerowad, Ze definicja
ta spelnia warunek (A).

Preykiad 1. Niech G bedzie zbiorem wseystkich przeksztalcern g
przeprowadzajacych R! w R!, ktére spelniajg warunek
g(z1) —g(z2) _ =1 —22

g(z2) — 9(za) 22—123
dla parami réinych z1, 22, zz € R

Zauwasmy, e dla dwdéch przeksztalceri g, g2 € G takie

ich zlozenie nalegy do G. Zauwagmy tez, ze gdy z2 # Z3, to
réwnies g(z2) # g(z3) — zatem kaide przeksztalcenie g € G jest
réznowartodciowe. Przez proste sprawdzenie stwierdzamy, fe
do gbioru G naleig wszystkie przesunigcia, tj. przeksstalcenia
postaci £ — = — b. Wiec dla dowolnego przeksztalcenia g,
naleigcego do G, réwniei przeksztaleenie go(z) = g(z) — ¢(0)
nalezy do G. W ten sposéb dowolne przeksztalcenie g € G
okazalo sie zlofeniem przeksztalcenia go, ktére ma wlasnodé
go{0) = 0 i przesunigcia: g(z) = go(z) — ¢(0). Podstawiajac

dla go w formule (1) zz = 0 otrgymamy = ZL. a wigc

x
—g0(=3) —23
go(z1) = E—Eﬂ - z;. Ustalmy zz # 0 i oznaczmy -'-'l% =ia:
Zatem go(z) = az, pray czym a # 0 (dlaczego 7). Ostatecznie,
przyjmujac b = g(0), widzimy, ge dowolne przeksztalcenie g € G
ma postad
(2) g(z)=az+b, gdeie a#0 i a, beR!.
Przeksztalcenia naleigce do G okazaly sig wzajemnie
jednoznaczne (przeksstalcenie odwrotne do g wyraga sig wzorem
g z) = Lz - :‘-l) Zatem G jest grupa. Preyporzadkowujac
przeksztalceniu danemu wzorem (2) pare liczb (a,b)
otrzymujemy wrajemnie jednoznaczne odwzorowanie grupy G
w zbiér A = {(a,b) € R? : a # 0}. Oznaczajac przeksztalcenie
(2) przez g(, ) mamy
9(ab) 9(c.d) (%) = alez + d) + b = (ac)z + (ad + b) ,
co w zbiorze A odpowiada dzialaniu
(a,b)(c,d) = (ac,ad +b).
Przykiad 2. Niech G bedsie zbiorem wszystkich izometrii R?
(tj. przeksztalceri nie zmieniajacych odleglodci). Jak wiadoma
(chocby ze szkoly), izometrie tworza grupe.

Podobnie jak poprzednio wyrdznimy wéréd nich przesuniecia
x — x — b (teraz x, b € R?) i kaidej izometrii ¢
preyporzadkujemy przeksztalcenie go zachowujgce 0 dane
wzorem go(x) = g(x) — g(0).

Poniewaz izometrie przeprowadzajg srodek odeinka na srodek
odcinka, wiec dla dowolnego g €G i a, b € R? mamy

®) 7 (3(a+1)) = 3 (s(a) + (b))

W szczegdlnosci, biorac b = 0, mamy go (éa) = %g(.{n], skad
przez indukcje otreymujemy go (,%,,n) = ;‘;gg{a) dan=1,2,...
Z kolei zauwasmy (jak ?), ze z (3) wynika

(4) go(a + b) = go(a) + g0(b),

co lacenie daje go (2—",;:;) = f;go(a), dla k,n=0,1,2,...
Poniewas, dla ustalonego a, przekstalcenie t — go(fa) jest ciagle,
wiec otrzymujemy stad

(5) go(Xa) = Ago(a), dla kaidego A € R'.

Wiasnosci (4) i (5) dowodsa, e przeksztalcenie gy jest
wyznaczone przez swoje wartosci dla ey = (1,0) i ez = (0,1).
Istotnie, wobec x = (z1,23) = z1€1 + zzez, mamy

go(x) = z1g0(e1) + T290(e2). Zauwaimy tei, Ze znajomosé
go(e1) wyznacza go(es) z dokladnoscia do znaku (dlaczego ?).
Patrzac na e i e jak na zaczepione w 0 wektory stwierdzamy,
e izometria gp jest albo obrotem, albo zlozeniem odbicia
wegledem osi wyznaczonej preez e; i obrofu.

Zbierajac ragem te wszystkie spostrzegenia otrsymujemy

() 9(x) = go(x) + 9(0) = re(x) + b,

gdzie b = g(0), ¢ jest odbiciem w pierwszej osi lub
identycznodcia, a r — obrotem wokdl 0 przeprowadzajacym e
na go(e1).



Jak latwo zauwagyd, zbiér wszystkich izometrii R? dgieli sie
w sposéb naturalny na dwie czedci: zbidr tych izometrii, ktdre
w rozkiadzie (6) maja ¢ bedace identycznodcia (nazywa sie je
igometriami pargystymi) i ebidr tych izometrii, w ktérych e
jest odbiciem. Dalej zajmiemy sie dla uproszczenia tylko tym
pierwszym gbiorem, ktéry, jak mogna sprawdzié, jest grupg —
cznaczmy ja przez G'.

Kazde przeksztalcenie z G' jest wiec postaci

(7 9(x) =r(x) +b.

Nasuwa si¢ oczywista parametryzacja G' — kaidemu
przeksetalceniu przyporzgdkowujemy kat obrotu i wektor
przesunigcia. Odwzorowujemy w ten sposéb G' w R? (bo
wektor ma dwie wspéirzedne). Aby to odweorowanie bylo
wzajemnie jednognaczne, musimy ograniczy¢ sie do katéw

& przedzialu (0;27). Wéwezas dowclnemu g € G' jest
przyporzadkowana tréjka (a, by, by), gdeie @ to kat obrotu r
ze wzoru (7), a (by, b2) = b — praeksstalcenie to oznaczymy
O(ar,by bg)+ 1206w, jak w preykladzie 1, moiemy znaleéé obraz
skladania preeksztalcen grupy G' w zbiorze parametréw

B = {(o,b),b2) E R?: 0< a < 27}, Jedli uméwimy sie, e
dodawanie katéw bedziemy przeprowadzali z dokladnodcia
do 2, to

Iabs 83) IBrerrea) (X) = 7o (ra(x) + (81,82)) + (e1,02) =
= rarp(x) + ra((81,62)) + (c1,22) =

=raip(x)+ (bycosa — bysina + ¢y, by sine + by cos @ + ¢3),
czylh
{aibllbﬂj(ﬁncl)cﬁ} —

= (a+B,bycosa —basina+ ¢, bysina + bz cosa + ¢32) .

Preykiad 3. Niech G bedzie grups ruchdw bryly sstywnej
wokét jej nieruchomego drodka ciezkosci (fizycy powiedzieliby:
G jest preestrzenig konfiguracyjng dla ruchéw bryly wokét
frodka ciggkodci). Moina wykazad, e kasdy ruch & grupy G
jest obrotem wokél pewnej osi (przechodracej preez frodek
cigzkodci). Pozwala to na sparametryzowanie grupy G.

Kakdy nieidentycznodciowy obrét wyznacza swojg of obrotu
Jjako sbiér wszystkich punktéw stalych. Ustalmy gwrot tej

osi tak, by kat obrotu byl dodatni (zgodnie = regula sruby
prawoskrgtnej) i zawarty w przedziale (0; ). W ten sposéb

(w ustalonym ukladzie wspélrzednych o poczatku w érodku
ciggkodci bryly) kaidemu nieidentycznosciowemu obrotowi

g € G przyporzgdkowaé mozemy wektor jednostkowy v osi
obrotu i liczbe p € (0; 7). Zauwagmy, e pary (v,x) i (~v,7)
odpowiadaja temu samemu obrotowi. Ale zamiast pary (v, @)
mogemy weiaé wektor @ - v. Dolaczajac do tak otrgymanych
wektoréw jeszcze wektor 0, jako odpowiadajacy przeksztalceniu
identycznodciowemu, otreymujemy odwgorowanie grupy G

w kule K C R? o érodku w 0 i promieniu x, w ktérej utogsamia
si¢ pary punktdéw antypodycznych (korice drednic) ograniczajacej
jg sfery. Odwrotnie, kagdemu punktowi a € K odpowiada obrét
o kat réwny odleglodci a od 0 i (jedli a # 0) o osi wyznaczonej
przez wektor Oa.

Postaramy sie teraz zasugerowad istnienie struktury,
o ktérej mowa w warunku (B).

Przykiad 4. Niech G bedzie grupa dodatnich licgb rzeczywistych
z mnozeniem jako dzialaniem grupowym. Grupa ta dana jest
bezposrednio jako fragment R!, jest wigc grupa Liego w sensie
naseej definicji. Mimo to wprowadzimy jej parametryzacje
preyporzgdkowujac (dodatniej) liczbie z, rozumianej jako
element grupy G, liczbe log,, z, rozumiang jako element R 1.

W wyniku tego przeksztalcenia (poniewag log,,(zy) =

= log,;q z + log,o v) dezialanie grupowe w G prezechodsi

na dodaweanie parametrdw.

Oczywiscie w ogélnej sytuacji nie ma mozliwodci
uzyskania utoisamienia fragmentu grupy G zawierajacego
element neutralny z fragmentem R"™ zawierajacym zero
w ten sposdb, by dzialanie grupowe tlumaczylo si¢ po
prostu na dodawanie odpowiednich wektoréw R" -
dodawanie takie jest bowiem przemienne, a grupa G
niekoniecznie. Mozna jednak unzyskaé fakie utoisamienie,
Ze w obrebie poszczegblnych prostych przechodzacych
przez zero dodawaniu wekforéw odpowiada mnozenie
odpowiadajacych im elementéw grupy. Traktujac takie
utozsamienie jako odwzorowanie F' z R" do G otraymamy
warunek

(8)  F((t: +t2)x) = F(tix) - F(t2x) dlax € R".
Definiujac teraz, dla ustalonego x € R", funkcje

fx : R — G wzorem fx(t) = F(ix) moiemy przepisaé (8)
w postaci

{9) fz(tl o+ tz) = fx(tl) F fx(ti) .

W przypadku parametryzacji z przyktadu 4 funkcja tak
otrzymana ma postaé fx(t) = 10"* = (10%)*, jest wiec
funkcja wykladnicza. W swiazku z t3 sytuacja kaida
parametryzacje o wlasnodci (8) nazywamy odwzorowaniem
wykladniczym. Funkcje o wlasnodci (9) nazywamy grupami
jednoparametrowymi. Obraz takiej funkcji jest bowiem
sam grupa, Liego, lokalnie identyczna (jako grupa) z R!

z dodawaniem jako dzialaniem grupowym.

Przyklad 5. Niech dane begdzie naczynie (zbiér) N wypelnione
cieczy. Niech G bedzie grupa ruchdw tej cieczy. Nie chcemy
tu precyzowaé, jakiego typu ruchy nas interesuja. Podamy
natomiast przyklad rodziny ruchéw tworzacych grupe
jednoparametrows.

Wyobraémy sobie, #e na czasteceki cieczy deiala jakied pole

sil w ten sposéb, iz predkodé chwilowa kaédej czasteczki
przeplywajacej przes ustalony punkt jest taka sama w kagdym
momencie (tak np. moze plynaé woda w potoku). Okreslone

w ten sposéb pole predkodci jest przykladem pola wektorowego,
ktdre wyobrazamy sobie jako rodzine strzalek, a méwiac
jezykiem mniej naiwnym, kagdemu punktowi przyporzadkowana
jest tréjka liczb — wspdlrzedne zaczepionego w tym punkcie
wektora. Zatem pole wektorowe to trzy funkcje licebowe
okredlone na gbiorze N. Okreélmy rodeine przeksztalcer
gbioru N — parametr { bedeiemy interpretowali jako cgas.
Wartoséé przeksztaicenia p¢ w punkcie z okresdlimy jako
pologenie w chwili ¢ czgsteczki, ktéra w chwili 0 znajdowala sie
w punkcie z. Czytelnik zechce sam uzasadnié formule

(10) Pei+e2(2) = o1y ('P!'z {z)) .

Oznacza ona, ze odwzorowanie { — o jest grupa
jednoparametrows.

To, e parametryzacja wykladnicza istnieje dla kaidej
grupy Liego, jest pierwszym podstawowym wynikiem teorii
grup Liego (tzw. pierwsze twierdzenie Liego).

Prezyklad 6. Parametryzacja grupy G z przykladu 1 nie jest
wykladnicza (tj. nie speinia warunku(8)). Czytelnik zechce
sprawdzié, ze w przypadku omawianej grupy wykladnicza jest
parametryzacja

(u,v) — g(cn.-‘f‘;‘--u) , gdzie (u,v) € RZ.

Parametrygacja ta dotycey tylko czedei grupy G skladajacej sie
% odweorowari z — az + b prey a > 0.

Przykiad 7. Prosze sprawdzié, e dla grupy omawianej

w prezykladzie 3, dla kaidego wektora v funkcja t — (v, t) jest
jednoparametrows grupa w G. W szczegdlnosci wprowadzona w
preykladgie 3 parametryzacja jest wykladnicza.



Wprowadzenie wykladniczej (kanonicznej) parametryzacji
jest pierwszym krokiem w badaniu grup Liego. Krok drugi
(znacznie trudniejszy) polega na okreéleniu na przestrzeni
R" (ktérej fragment wokél zera stanowi zbiér parametréw
przy parametryzacji kanonicznej) dzialania algebraicznego,
zwiazanego z dzialaniem grupowym w G, ktére
przyporzadkowuje parze wektoréw (a, b) trzeci wektor,
zwany ich iloczynem (lub nawiasem) Liego i oznaczany
[a,b]. W przypadku grupy z przykladu 3 odpowiednia,

przestrzenia jest R?, a nawiasem Liego wektoréw jest ich
iloczyn wektorowy.

Przestrzen R"™ z nawiasem Liego nazywa sie wiedy algebra
Liego grupy G. Jej struktura algebraiczna koduje calkowita,
informacje o lokalnej strukturze G (tj. o tym, jaka jest
grupa G w otoczeniu jedynki). Analiza mozliwych postaci
algebr Liego pozwala wiec lokalnie opisaé odpowiadajace
im grupy. Taki jest wierzcholek géry lodowej zwanej teoria
grup Liego. )

Petelki na torusie

Mamy torus i mamy lepka, rozciagliwa nié. Slowo
»lepka” oznacza, ze raz przylozona do torusa

juz sie od niego oderwac nie moze. Moze sie
natomiast dowolnie na nim przemieszczaé.

I owijamy torus ta nicia. Np. 3 razy przez otwdr,
potem 2 razy dookola calego torusa, potem 5
razy przez otwdr, ale w przeciwng strone i 3 razy
dookola calego w te samg strone co poprzednio.

Interesuja nas tylko takie owiniecia, w ktérych
koniec nitki jest polaczony z jej poczatkiem.
Na takich owinieciach bedziemy rachowad.
Podstawowg sprawg przy rachowaniu jest
odpowiedZ na pytanie, jakie obiekty sa rowre.
Za jednakowe (czyli réwne) owinigcia bedziemy
uwazali takie, ktére mozna nalozy¢ przez
przemieszczanie nici na torusie.

Dodawaé owinigcia bedziemy w naturalny sposéb:
po wykonaniu jednego owinigcia nie laczymy
Jeszcze jego poczatku z koricem, tylko koniec
traktujemy jako poczatek drugiego owiniegcia,
wykonujemy je i dopiero jego koniec laczymy

z poczatkiem pierwszego.

Pytanie o wlasnosci dodawania owinieé wydaje sie
trudne, a okazuje sie, ze sa one dokladnie takie
Jak wlasnosci dodawania ,,po wspélrzednych” par
liczb catkowitych:

(k, )+ (m, n) = (k+m,l+n).

9

Gdyby udalo sie nam to udowodnié, to
znaczyloby to miedzy innymi, ze podany

na poczatku przyklad owiniecia jest réwny
takiemu: 2 razy przez otwdr w przeciwna strone,
a potem 5 razy dookola calego torusa. Bo te
liczby to wlasnie sa oddzielnie zliczane obiegi
przez otwdr 1 oddzielnie — dookola calosei.

Widac wobec tego, jak si¢ zabra¢ do dowodu

— wystarczy udowodnié, ze owiniecie (1 raz
przez otwdr, 1 dookola i znéw 1 przez otwdr)
jest réwnowazne owinieciu (2 przez otwdr i

1 dookola). Gdy te trzy owinigcia stanowia cala
petelke, sprawa jest oczywista — wystarczy zaczaé
liczyé od ,i znéw”. Nam jednak potrzebna jest
mozliwosé zamiany kolejnosci owijania réwniez
wtedy, gdy te owiniecia stanowig fragment
bardziej skomplikowanej petelki. Ale to tez jest
proste do sprawdzenia — rysunek na okladce.

Tak wiec wykazalismy, ze grupa owinigc torusa
jest izomorficzna z grupa par liczb catkowitych.

Plynie stad (i w ogdle z podobnych owijkowych
rozwazan na réznych powierzchniach) szereg
wnioskéw topologicznych, ale to juz inna historia.

Malg Delte przygotowal Marek KORDOS



