Zastanéwmy sie, jaka jest moc zbioru Z N A;. Poniewai przeciecie kaidej prostej
pionowej ze zbiorem A; jest co najwyzej przeliczalne, wiec zbiér Z N A, jest suma
mniej niz continuum zbioréw co najwyzej przeliczalnych. Mozna dowiesc, Ze suma taka
nie moze mieé mocy continuum. Zrzutujmy teraz zbiér Z N A, na oé rzednych. Rzut
ten tym bardziej nie moze mie¢ mie¢ mocy continuum (dlaczego ?7) i w szczegdlnodci
na osi rzednych istnieje liczba y, ktéra do niego nie nalezy. Wynika stad, Ze prosta
pozioma L przechodzaca przez y jest rozlaczna ze zbiorem Z N A,. Prosta L przecina
wiec zbiér Z wylacznie w punktach nalezacych do zbioru A;. Z konstrukcji wynika
jednak, e zbiér punktéw przeciecia dowolnej prostej poziomej ze zbiorem Z jest
réwnoliczny z X, a wiec nieprzeliczalny, Otrzymali§my sprzecznos¢ z zaloZeniem, Ze
przecigcie zbioru Az z kaida prosta pozioma jest co najwyzej przeliczalne.

Zakoticzyli$my tym samym szkic dowodu pierwszej czedci twierdzenia Moraynego,
czyli wykazaliémy, Ze istnienie szukanej funkcji implikuje hipoteze continuum. Dowdd
implikacji przeciwnej wykorzystuje druga, pozostawiona przez nas bez dowodu czgéé
cytowanego wyniku Sierpiniskiego, Ze hipoteza continuum pociaga za soba istnienie
podzbioréw A, i A; plaszczyzny o wlasnodciach (i) i (ii). PokaZemy zatem, jak za ich
pomoca zdefiniowaé odpowiednia funkcje. Kladziemy najpierw:

Ni(z)=z-sinz dla z&€(-1,00), fao(z) =z -sinz dla z € (—o0,1),
gdzie fi, f2 maja byé wspélrzednymi definiowanej funkeji f. Dzigki takiemu okreéleniu
w kaidym punkcie co najmniej jedna z nich bedzie rézniczkowalna. Aby zbiorem
wartodci funkeji f byla cala plaszczyzna, wystarczy zapewnié, by przeksztalcala
ona przedzial [1,+00) na zbiér A,, a przedzial (—co, —1] na zbiér A2. Pokaiemy,
jak zrealizowad pierwszy z tych celéw, w przypadku drugiego postepowanie jest
analogiczne. Wezmy wiec dowolng liczbe z i niech X, bedzie zbiorem skladajacym sie
ze wazystkich liczb z z przedzialu [1, o0), dla ktérych z -sin z = z. Latwo zauwaiyc,
ie X, jest zbiorem przeliczalnym. MoZna go zatem przeksztalcic na co najwyiej
przeliczalny z zalozenia zbiér wszystkich punktéw ze zbioru A; o odcietej z. Okredlmy
wiec funkcje f2 na zbiorze X, tak, by to wlaénie robila. Sprawdzenie, e postgpujac
w ten sposéb dla wszystkich liczb z, zdefiniujemy poprawnie funkcje f2 na calym
przedziale [1,00), oraz ze funkcja f = (f, f2) przeksztalci ten przedzial na zbiér Ay,
pozostawiamy Czytelnikowi. ;

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 528. Niech A bedzie najmniejszym zbiorem zawierajacym liczby postaci 1 +27" dla
n=1,2,...1zamknietym ze wzgledu na dodawanie. Udowodnié, ze granica ciagu liczb
z A musi byé dwéjkowo-wymierna (czyli jest postaci k- 27", gdzie k, n sa caltkowite
nieujemne).
Rozwiazanie na str. 1
M 524. Niech p bedzie liczba pierwssza. Przypusémy, ze n! dzieli sie przez p*, ale nie
dzieli sie przez p**!. Udowodnié, ze
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Rozwiazanie na str. 11
™M 525. Niech a, b, n beda naturalne. Przypuéémy, ze a" — b" dszieli sie przez n.
Udowodni¢, ze (™ — b™)/(a — b) réwniez dzieli sie przez n.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 256. Predkosé rozchodzenia sie spreiystych fal podluznych wynosi '\/%: gdzie k nosi

nazwe modulu sciliwodci, a p jest gestoscia odrodka. Na podstawie prawa Hooke’a
dla sprezystych odksztalceri objetodciowych wykazad, ze predkosé rozchodzenia sie fali
podiuznej mozna okredli¢ réwniez jako ”’%ﬁ, gdzie Ap i Ap oznaczaja zmiane cinienia
i gestodci.

Rozwiazanie na str. 11 1

F 257. Na podstawie wynikéw poprzedniego zadania obliczyé predkoéé rozchodzenia
sie fal podluinych w atmosferze w warunkach normalnych. Zakladamy, Ze proces
rozchodzenia sie fali akustycznej w atmosferze jest procesem adiabatycznym,

tj. zaleZnoéé ciénienia gazu od jego objetosci wyraza sie wzorem pV "™ = const;

dla powietrza w warunkach normalnych k£ = 1, 40.

Rozwiazanie na str. 11
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