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Mamy tu na myéli system Zermelo
i Fraenkla # aksjomatem wyboru
(w skrécie ZFC).

Zbiér tych punktéw y osi OY, dia
ktérych prosta przechodzaca przes y

i réwnolegla do osi OX przecina wykres
funkcji f w ,niewielu” punktach, jest
wdudy”, o ile f jest réiniczkowalna.

Funkcja prayporzadkownje kaidemu
elementowi dsiedziny dokladnie jeden
element zbioru wartodei. Intuicyjnie
jest wige jasne, ie zbidr wartodci nie
mo#e mied mocy wiekszej nii zbidr
argumentdw.
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Pierwsza funkcje przeksztalcajaca prosta rzeczywista R na caly plaszczyzne
skonstruowal przed ponad stu laty Georg Cantor. Od tego czasu wlasnosci fakich
funkeji przyciagaly uwage wieln matematykéw. Funkcja rzeczywista f o wartodciach
w plaszczyinie moze byé w naturalny sposéb utozsamiona z uporzadkowang para
funkeji (f1, f2), jej wspéirzednych, prayjmujacych wartodci rzeczywiste. Mozna wiec
méwié o ciagloéei, rézniczkowalnoscei ete. funkcji f rozumiejac przez to posiadanie tych
wilasnodci przez obie jej wspélrzedne. Wiadomo wiec na przyklad, Ze odwzorowanie
prostej na plaszczyzne moze byé ciagle, ale nie moze byé rézniczkowalne.

W tym artykule zajmiemy sie pytaniem nastepujacym - czy istnieje funkcja
przeksztalcajaca prosta na plaszczyzne, taka, ze w kagzdym punkcie co najmniej

jedna z jej wspélrzednych jest réiniczkowalna ? Problem sformulowany jest w jezyku
analizy i od analizy moina by oczekiwaé jego rozwiazania. Rzeczywistodé jest

jednak inna: odpowiedzi na nasze pytanie nie daje nie tylko analiza, ale cala w ogdle
matematyka oparta na prayjetym powszechnie za jej podstawe systemie aksjomatéw
teorii mnogodci. Michat Morayne, mlody matematyk wroclawski, udowodnil bowiem
kilka lat temu, Ze istnienie szukanej przez nas funkcji jest réwnowaine slynnej
hipotezie continuum ! Sformulowana przez Cantora hipoteza continuum glosi, de
kazdy nieskonczony podzbiér prostej jest badZ przeliczalny, badZ ma moc continuum.
Wyniki Kurta Gédla (1940) i Paula J. Cohena (1963) pokazujace odpowiednio, ze
hipotezy continuum nie da sig ani obali¢, ani udowodnié w teorii mnogoéci, naleia do
najwiekszych osiagnieé¢ matematyki XX wieku.

Co ma jednak wspélnego hipoteza continuum z funkcjami rézniczkowalnymi 7
Punktem wyjécia do odpowiedzi na to pytanie jest nastepujace twierdzenie pochodzace
od Stefana Banacha:

Jedli funkcja f: R — R jest rézniczkowalna na zbiorze A C R, to zbidr wszystkich
liczb y, dla ktérych w zbiorze A istnieje co najwyzej przeliczalnie (tj. skoficzenie lub
przeliczalnie) wiele takich z, ze f(z) = y, ma moc continuum.

Powyisze twierdzenie pozwala na ujawnienie teoriomnogosciowego charakteru
rozwazanego przez nas zagadnienia. Niech bowiem f = (fi, f2) bedzie funkcja
przeksztalcajaca prosta na plaszczyzne i taka, ze dla kaidej liczby z istnieje fi(z)

lub f3(z). Oznaczmy przez D; dla ¢ = 1, 2 zbiér punktéw rézniczkowalnosei funkcji

fi, a przez C; zbiér wszystkich y € R, dla ktérych istnieje co najwyzej przeliczalnie
wiele takich z € D;, ze fi(z) = y. Skupmy nasza uwage na zbiorze T = C; x Ca.
Poniewaz funkcja f jest ,na”, to kaidy element ze zbioru T jest postaci f(z) dla
pewnego z € R. Jednoczesnie wiemy, ze R = D; U D». Jesli wiec przez A dlai=1,2
oznaczymy zbiér wszystkich ¢ € T, takich, ze t = f(z) dla pewnego z € D, to bedziemy
mogli napisaé, ze T = A} U A,. WeZmy teraz dowolng liczbe zo i zapytajmy, ile jest

w A} punktéw o odcietej zo. Otés, jesli (zo,y) jest jednym z nich, to z definicji

zbioru A} wynika, Ze istnieje liczba z € D, taka, ie zo = fi(2) i y = fa(2). Takich
liczb z moze by¢ jednak co najwyzej przeliczalnie wiele, bo zo € €. Tym bardziej wigc
zbiér wszystkich punktéw postaci f(z) jest co najwyzej przeliczalny. W analogiczny
sposéb mozna pokazaé, ze w zbiorze AL jest co najwyzej przeliczalnie wiele punktéw

o ustalonej rzednej yo. Zauwaimy wreszcie, Ze na mocy cytowanego twierdzenia
Banacha zbiory C; i C3 maja moc continuum. Istnieja wiec réZnowartodciowe funkcje
hi i he przeksztalcajace zbiory C; i Cs, odpowiednio, na R. Funkcja h = (hy, ha)
odwzorowuje wéwczas wzajemnie jednoznacznie zbiér T na cala plaszczyzne, przy czym
zbiory A} i A} przechodza na pewne zbiory A; i As. Zbiory te odgrywaja, jak latwo
sprawdzié, taka role na plaszczyznie, jaka zbiory A} i A5 w zbiorze T. Mianowicie:

(i) plaszczyzna jest suma zbioréw A, i A,

(ii) na kaidej prostej pionowej jest co najwyiej przeliczalnie wiele punktéw ze
zbioru Ay, a na kazdej prostej poziomej jest co najwyzej przeliczalnie wiele punktdw
ze zbioru As.

I tu dochodzimy do sedna: istnienie rozkladu plaszczyzny na dwa zbiory o powyiszych
wlasnodciach jest, jak pokazal Waclaw Sierpiiiski, réwnowazne hipotezie continuum !

Powréémy do twierdzenia Moraynego. Naszkicujemy tu dowdd wynikania w jedna
gtrone. Przypuéémy mianowicie, e hipoteza continuum jest falszywa. Istnieje wéwczas
nieprzeliczalny podzbiér X osi odcietych nieréwnoliczny ze zbiorem R, tj. majacy

od niego ,mniej” elementéw. Utwérzmy podzbiér Z plaszczyzny zloZony ze wszystkich
punktéw lezacych na pionowych prostych przechodzacych przez zbiér X.
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Zastanéwmy sie, jaka jest moc zbioru Z N A;. Poniewai przeciecie kaidej prostej
pionowej ze zbiorem A; jest co najwyzej przeliczalne, wiec zbiér Z N A, jest suma
mniej niz continuum zbioréw co najwyzej przeliczalnych. Mozna dowiesc, Ze suma taka
nie moze mieé mocy continuum. Zrzutujmy teraz zbiér Z N A, na oé rzednych. Rzut
ten tym bardziej nie moze mie¢ mie¢ mocy continuum (dlaczego ?7) i w szczegdlnodci
na osi rzednych istnieje liczba y, ktéra do niego nie nalezy. Wynika stad, Ze prosta
pozioma L przechodzaca przez y jest rozlaczna ze zbiorem Z N A,. Prosta L przecina
wiec zbiér Z wylacznie w punktach nalezacych do zbioru A;. Z konstrukcji wynika
jednak, e zbiér punktéw przeciecia dowolnej prostej poziomej ze zbiorem Z jest
réwnoliczny z X, a wiec nieprzeliczalny, Otrzymali§my sprzecznos¢ z zaloZeniem, Ze
przecigcie zbioru Az z kaida prosta pozioma jest co najwyzej przeliczalne.

Zakoticzyli$my tym samym szkic dowodu pierwszej czedci twierdzenia Moraynego,
czyli wykazaliémy, Ze istnienie szukanej funkcji implikuje hipoteze continuum. Dowdd
implikacji przeciwnej wykorzystuje druga, pozostawiona przez nas bez dowodu czgéé
cytowanego wyniku Sierpiniskiego, Ze hipoteza continuum pociaga za soba istnienie
podzbioréw A, i A; plaszczyzny o wlasnodciach (i) i (ii). PokaZemy zatem, jak za ich
pomoca zdefiniowaé odpowiednia funkcje. Kladziemy najpierw:

Ni(z)=z-sinz dla z&€(-1,00), fao(z) =z -sinz dla z € (—o0,1),
gdzie fi, f2 maja byé wspélrzednymi definiowanej funkeji f. Dzigki takiemu okreéleniu
w kaidym punkcie co najmniej jedna z nich bedzie rézniczkowalna. Aby zbiorem
wartodci funkeji f byla cala plaszczyzna, wystarczy zapewnié, by przeksztalcala
ona przedzial [1,+00) na zbiér A,, a przedzial (—co, —1] na zbiér A2. Pokaiemy,
jak zrealizowad pierwszy z tych celéw, w przypadku drugiego postepowanie jest
analogiczne. Wezmy wiec dowolng liczbe z i niech X, bedzie zbiorem skladajacym sie
ze wazystkich liczb z z przedzialu [1, o0), dla ktérych z -sin z = z. Latwo zauwaiyc,
ie X, jest zbiorem przeliczalnym. MoZna go zatem przeksztalcic na co najwyiej
przeliczalny z zalozenia zbiér wszystkich punktéw ze zbioru A; o odcietej z. Okredlmy
wiec funkcje f2 na zbiorze X, tak, by to wlaénie robila. Sprawdzenie, e postgpujac
w ten sposéb dla wszystkich liczb z, zdefiniujemy poprawnie funkcje f2 na calym
przedziale [1,00), oraz ze funkcja f = (f, f2) przeksztalci ten przedzial na zbiér Ay,
pozostawiamy Czytelnikowi. ;

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 528. Niech A bedzie najmniejszym zbiorem zawierajacym liczby postaci 1 +27" dla
n=1,2,...1zamknietym ze wzgledu na dodawanie. Udowodnié, ze granica ciagu liczb
z A musi byé dwéjkowo-wymierna (czyli jest postaci k- 27", gdzie k, n sa caltkowite
nieujemne).
Rozwiazanie na str. 1
M 524. Niech p bedzie liczba pierwssza. Przypusémy, ze n! dzieli sie przez p*, ale nie
dzieli sie przez p**!. Udowodnié, ze
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n
L

i=1
Rozwiazanie na str. 11
™M 525. Niech a, b, n beda naturalne. Przypuéémy, ze a" — b" dszieli sie przez n.
Udowodni¢, ze (™ — b™)/(a — b) réwniez dzieli sie przez n.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 256. Predkosé rozchodzenia sie spreiystych fal podluznych wynosi '\/%: gdzie k nosi

nazwe modulu sciliwodci, a p jest gestoscia odrodka. Na podstawie prawa Hooke’a
dla sprezystych odksztalceri objetodciowych wykazad, ze predkosé rozchodzenia sie fali
podiuznej mozna okredli¢ réwniez jako ”’%ﬁ, gdzie Ap i Ap oznaczaja zmiane cinienia
i gestodci.

Rozwiazanie na str. 11 1

F 257. Na podstawie wynikéw poprzedniego zadania obliczyé predkoéé rozchodzenia
sie fal podluinych w atmosferze w warunkach normalnych. Zakladamy, Ze proces
rozchodzenia sie fali akustycznej w atmosferze jest procesem adiabatycznym,

tj. zaleZnoéé ciénienia gazu od jego objetosci wyraza sie wzorem pV "™ = const;

dla powietrza w warunkach normalnych k£ = 1, 40.

Rozwiazanie na str. 11
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