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Rozwia.zywaue przez
K. Hryniewieckiego zadanie 7'.ostalo

postawiane przez P. Erdosa, a
rozwiazal je L. J. MordeU w1937
roku. W nl0110grafii L. Feje~Totha
towarzyszy mu tekst: Pro.t:. dow6d
tej lJieknej nier6wnosc1: rnetod(Lmi

geometrii elementrlrnej nie .iest
do tej chwili znany (rok 1953).
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Obierzmy dodatkowo na pólprostych AB- i AC- punkty Bl i CI oraz oznaczmy jeden

z katów miedzy pi'ostymi AP i BICI przez ex, Ze znanego wzoru na pole czworokata
otrzymujemy (rys.2)

'-21x . BICI' sin ex = PABIPC1= PABIP+ PACl? = !w. ABl + !v. AC, '2 2

Poniewaz sinex S; 1, wiec

Kiedys wiele trudnosci spr?wilo mi takie zadanie:

Niech P bedzie punktem wewnetrznym trójkataABC. Wykazac; ze jesli x, y, zsa
odleglosciami P odpowiednio od wierzcholków A, B, C a u, v, w - odleglosciami

od boków BC, CA i AB, to (rys.l)

x+y+z~2(u+v+w),

Dlugo nie moglem rozwiazac tego zadania, W koncu jednak natrafilem na ogólna
metode dowodzenia tego typu nierównosci. Oto ona - najpierw ogólnie,
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Zatem k ~ i-L Z drugiej strony p'-l
jest dzielnikiem d'-l, co kOllczy dowód.

Analogicznie uzyskujemy

> AB BC
y - ACw+ ACu,

> AC BC
z _ ABv+ ABu.

Zsumowanie tych nierównosci, niestety, nie daje nierównosci dowodzonej,

Zastosujmy jednak nierównosc (*) do sytuacji, gdyB, i CI sa obrane tak, ze
ABI = AC i ACl = AB. Otrzymamy wtedy (rys.3)

AC ABx> -w+ --v
. - BC BC'

bo BICI = BC. Podobnie uzyskujemy

BC AB
Y> -w+-u- AC AC'

> BC AC
z _ AB v+.AB u .

Zsumowanie tych nierównosci daje juz pozadany wynik

(AB AC) (AB BC) (AC BC)x+y+z~ AC+ AB U+ BC+ AB v+ BC+ AC w~2(u+v+w),

gdyz'dla dodatnich dowolnych p i q jest E. + <r ~ 2.
q P

Czytelnicy zechca spróbowac dowiesc w analogiczny sposób nierównosci

ax + by + cz ~ 48 ,

(1 1 1) 1 l 1
2 -+-+- S;-+-+-,

x y z u v w

R
xyz~ 2r(utv)(v+w)(w+u),

gdzie a = AB, b= AC, c = BC, 8 jest polem, aR i r to promienie okregów opisanego
i wpisanego w trójkat ABC.
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Oczywiscie, mozna zapewne zaproponowac i .udowodnic jeszcze inne nierównosci i to

niekoniecznie dla trójkatów (a, powiedzmy, dla czworokatów).

x· BICI> W· ABl + V· ACl,i -
Stosujac te ogólna nierównosc do przypadkuBl = B i CI = C mamy

> AB AC
x _ BCw +BCv,

i==l

(b+d)n_bn

dd

Jesli p jest dzielnikiem d, to kazdy
skladnik tej sumy dzieli sie przez pm.

Otóz (7) jest pewna wielokrotnoscia n,
pod7,ielona przez i!, wystarczy wiec
udowodnic. ze di -1 dzieli sie przez
p w takiej poted?e, przez jaka dzieli
sie i!. Skorzystamy ze wzoru z
poprzedniego zadania: i! dzieli sie

00

przez pk, g,l7.ie k = L [;1]' Czyli
i=l

Rozwiazanie zadania M 626.
Przyjmijmy d = a - b i zalózmy, ze n
dzieli sie przez pm, ale nie dzieli sie
przez pm+l, gdzie p jest dzielnikiem
pierwszym liczby n. Jesli p nie jest
d?ielnikiem d. to w dalszym ciagu
(an _ bn)/(a - b) dzieli sie przez pm.
Zauwai.nlY, ze
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