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W ligowym zadaniu 151 wDelcie 5/1987 chodzilo o zaprojektowanie sieci dróg
o najmniejszej sumie dlugosci laczacych cztery miejscowosci w wierzcholkach kwadlatu.
Chce tu zaproponowac czysto geometryczne rozwiazanie zadania ogólniejszego -
kwadrat moze byc zastapiony dowolnym czworokatem o katach nie wiekszych od1200
(nie jest to najszersza klasa czworokatów, do których "pasuje" moje rozwiazanie, ale
ograniczmy sie tylko do niej).

Rozwiazanie, które proponuje, jest analogiczne do rozwiazania problemu Fermata
(patrz np. Delta 11/1986). Aby analogia byla widoczna, przytocze to rozwiazanie wraz
z krótkim dowodem.

Dla dowolnego trójkata o katach nie wiekszych od1200 suma odleglosci dowolnego
punktu od wierzcholków tego trójkata jest najmniejsza, gdy boki trójkata sa widoczne
z tego punktu pod równymi katami (a wiec1200).

Dowód: Wezmy trójkat ABC spelniajacy zalozenia twierdzenia i dowolny punktP.
Obrócmy punkty P i B o 600 wokól C otrzymujac punkty p' i B'. Trójkaty CBB'
i CPp' sa zatem równoboczne. W szczególnoscipp' = PC i p' B' = P B. Stad
S = PA + p B + PC = AP + P p' + p' B'. Poniewaz punktyA i B' nie zaleza od tego,
jak wybralismy punkt P, wiec S ma najmniejsza wartosc, gdy lamanaAP P' B jest
odcjnkiem. Latwo zauwazyc, ze tak jest, gdy katyAPC i B'p'C (równy katowi BPC)
maja po 1200•
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Powstaje tu nastepne pytanie. Jesli podana metode zastosuje do bokówAD i CB
zamiast AB i CD, to równiez otrzymam minimalna dlugosc sieci dróg. Które
z otrzymanych minimów jest mniejsze? Czy mozna to ocenic "z góry", przed
wykresleniem obu odcinków realizujacych te minima?
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Rozwazmy pierwszy z nich. ObracajacP i B wokól A oraz Q i D wokól C o kat 600
otrzymujemy odpowiedniop' i B' oraz Q' i D'. Analpgicznie jak w przypadku trójkata
S = PA + P B + PQ + QC + QD = B'p' + p' p + PQ + QQ' + Q'D'. Znów S ma
najmniejsza wartosc, gdyB'P'PQQ'D' jest odcinkiem, a wiec gdyLAPB = LBPQ =
= LQP A = LDQC = LCQP = LPQD = 1200• Takie punkty P i Q latwo znalezc
rysujac naAB i na DC luki, z których widac te odcinki pod katem1200 (tzw. luki

Talesa). (Pominalem tu przypadek, gdy luki te przecinaja sie.)
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Przejdzmy teraz do czworokata. Aby nie powtarzac_ czesci rozumowania
zamieszczonego przy rozwiazaniu zadania 151(Delta 9/1987), przyjme, ze wystarczy
sie ograniczyc do sieci dróg zlozonych z pieciu odcinków - jak na rysunku ponizej.
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Rozwiazanie zadania F 264.
Na podstawie zasady zachowania pedu
mozemy zapisac, ze w przyblizeniu

mv = Mu,

gdzie m jest masa wszystkich
czasteczek powietrza wewnatrz pilki,
v ich srednia. predkoscia.; M i u
oznaczaj a mase i predkosc pilki po
zderzeniu cz~teczek z jej wewnetrzna.
powierzchnia.. Na podstawie zasady
zachowania energii poszukiwana
wysokosc h wynosi

u2 m2v2
h- -

- 2g - 2M'g
Masa m wszystkich czasteczek
powietrza jest równa

pVfL

m'" 'RT Rl.6 g,

przy objetosci pilki V '" (4/3)1rr3 Rl

f>j 4· 103 cm3 oraz sredniej masie
molowej powietrza fL '" 29 g/mol.

,Predkosc;, molekul powietrza
v ~ 4· 10....m/s otrzynlamy ze wzoru
Ek;" '" (3/2)kT, gdzie k jest stala
Boltzmanna. Przyjmujac gf>j 10 m/s'
otrzymamy, ze wysokosc, na jaka
wzniesie sie pilka, wynioslaby okolo
2 m.
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Rozwiazanie zadania M 620.
Mamy rn = tLn + rn+l' Zatem

rn.+l = 1 _ Un-
Tn. Tn

rn+2 = (1 _ tLn) (1 _ tLn+1) >Tn. Tn. rn,+l
tLn. tLn,+l>1-----
rn.. rn.+l

i podobnie

rn.+v > 1 _ Un. _ Un.+l _ ... _ tLn+v
rn. rn. rn..+l rn+v

Jednakze rn+p ~ 0, gdy p ~ 00, a
stad wynika, ze dla kazdegon istnieje
takie p, ze

tLn un+v 1-+ ...+-->-,
rn rn+p 2

co

zatem szereg L: ~ jest rozbiezny.
n=1

Minimum S w rozpatrzonym szczególowo przypadku to dlugosc odcinkaB' D'.
Spróbujmy te dlugosc obliczyc. Oznaczmy przezE, F, G i H srodki boków
czworokata (jak na rysunku). WówczasB'E.l..AB i D'F.l..DC. Wygodnie nam
bedzie jesZcze poslugiwac sie operacjao, która kazdemu wektorowi (swobodnemu)ut
przyporzadkowuje wektor (tej samej dlugosci) obrócony o kat-900• Mamy wiec

B'E = V3 o(AB), Fil' = V3 o(DC).2 2
Stad

-----l' -----+ ----+- --+ .--+ _~ ~B' D' = B'E + EF + FD' = EF + v30(GH),

gdyz B'E+Fil' = 4'(0(AB) +o(1)C)) = V30(AB1DC) oraz cH = ABtDC.
Stad kwadrat miniIll.alnej sumy dróg jest

.B' D'2 = 1B'It12 = (JfF + v3 o(cH)) 2 = EF2 + 3GH2 + 2v3 (JfF . o(cH)) ,

.. ( --»2 -->pOlllewaz o(GH) = IGHI2 = GH2•

Jesli teraz rozwazymy drugi przypadek (wprowadzajac analogicznie doB' i D' punkty
A' i C'), otrzymamy jako kwadrat drugiego minimum sumy dlugosci dróg

. --> --+
A'c'2 = GH2 + 3EF2 + 2V3 (GH· o(EF)) .

• --+ ----+ ----+ ---+
NIetrudno przekonac sie, zeEF· o(GH) = GH· o(EF). Wobec tego

B'D' > A'C' <===* B'D'2 > A'C,2 <===* GH2 > EF2 <===* GH> EF.

Zatem minimalna sume dlugosci sieci. dróg otrzymamy wykonujac nasza konstrukcje
dla tej pary przeciwleglych boków czworokata, której srodki boków sa bardziej
oddalone.

A jak rozwiazac analogiczne zadanie dla piecio- czy szesciokata?

Zespolone uklady pozycyjne

Do ukladu dziesiatkowego przywyklismy od urodzenia. Niektórzy slyszeli co
nieco o innych ukladach pozycyjnych: dwójkowym, trójkowym, piatkowym itd.
W ukladzie o podstawiep wystepuje p cyfr: O, 1, 2, ... ,p-l, a liczbe CnCn-l ••• Co(p)

interpretujemy jakocnpn + Cn_lpn-l + ... + co. Jesli p jest licz!:>anaturalna wieksza
od 1, to w ukladzie pozycyjnym o podstawiep mozemy zapisac dowolna liczbe
calkowita, o ile dopuscimy uzycie znaku ,,-" dla oznaczenia liczb ujemnych. Stosuje
sie tez uklady o ujemnej podstawie. Jeslip < -1, to uzywamy takich samych cyfr jak
w ukladzie o podstawie-p, a liczby interpretujemy wedlug tego samego wzoru. Teraz
mozemy wszystkie liczby calkowite zapisac bez uzywania minusa. Na przyklad -1
w ukladzie minusdwójkowym zapisuje sie jako (11)_2= -2 + 1 = -1..

A teraz przejdzmy do liczb zespolonych. Interesowac nas beda liczby postacia + bi,
gdzie a, b sa liczbami calkowitymi. Jeslip = a + bi, b i= O, to w ukladzie o podstawiep

bedziemy uzywaca2 + b2 cyfr: O, 1, 2, ... , a2 + b2 - 1, a interpretacja zapisu liczby
bedzie odbywala sie wedlug tego samego wzoru. Jesli np.p = 2i, to uzywamy cyfr
O, 1,2,3 i liczbe (CnCn-l'" CO)ziinterpretujemy jakocn(2i)" + cn_l(2i)"-1 + ... + Co,

np. 2i= (10)zi, -3 - 4i= (1121)zi = (2i)3 + (2i)2 + 2· 2i+ 1 = -8i - 4 + 4i + 1.
Zauwazamy jednak, ze liczby i nie mozemy zapisac w tym ukladzie bez uzycia

przecinka. Mamy natomiast (10,2)zi= 2i + 2 (~) = 2i ~ i = i, czyli i wyglada w tym
ukladzie jak ulamek.

A jak bedzie w innych ukladach? Jakie liczby dadza sie w nich zapisac bez przecinka?
Warto byloby tez przedstawic graficznie na plaszczyznie zespolonej zbiory liczb
2,3,4, ... -cyfrowych w róznych ukladach pozycyjnych. Wydaje sie, ze dla podstawy
p = a + bi, gdzie a i= O, b i= O, takie zbiory powinny miec przedstawienia o dosyc
ka.prysnych ksztaltach.
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