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Roszswigzanie zadania F 254.

Na podstawie zasady zachowania pedu

moZemy zapisad, #e w prayhlidenin
muv = Mu,

gdzie m jest masa wszystkich
czasteczek powietrza wewnatrs pilki,
v ich drednia, predkodcia; M i u
oznaczajs mase i predkodé pilki po
sderzeniu ezasteczek 2 jej wewnetrang
powierschnia. Na podstawie zasady
zachowania energii poszukiwana
wysokodé h wynosi

_at_ wnta?
T 2¢ 2Mlg’
Masa m wazystkich czastecrek
powietrza jest rdwna

h

PV

m = .6 g,
RT .
przy objetodei pilki V = (4/3)mr? a
w4 10% em?® oraz dredniej masie

molowej powietrza u = 29 g/mol.
Predkodé v molekul powietrza

vrs 4102 m/s otrrymamy ne wzoru
Ekin = (3/2)kT, gdzie k jest stala
Boltzmanna. Przyjmujac g~ 10 m/s?
otrzymamy. ie wysokodé, na jaka
wzniesie sie pilka, wyniostaby okolo

2 m.

Sie¢ drog dla czterech miejscowosci

NGUYEN CHUONG CHI

W ligowym zadanin 151 w Delcie 5/1987 chodzilo o zaprojektowanie sieci drog

o najmniejszej sumie dlugosci laczacych cztery miejscowodci w wierzcholkach kwadratu.
Chce tu zaproponowaé czysto geometryczne rozwiazanie zadania ogdlniejszego —
kwadrat moze byé zastapiony dowolnym czworokatem o katach nie wiekszych od 120°
(nie jest to najszersza klasa czworokatéw, do ktérych ,,pasuje” moje rozwiazanie, ale
ograniczmy sie tylko do niej).

Rozwigzanie, ktére proponuje, jest analogiczne do rozwiazania problemu Fermata
(patrz np. Delta 11/1986). Aby analogia byla widoczna, przytocze to rozwiazanie wraz
z krétkim dowodem.

Dla dowolnego tréjkata o katach nie wiekszych od 120° suma odleglodci dowolnego
punktu od wierzcholkéw tego tréjkata jest najmniejsza, gdy boki tréjkata sa widoczne
z tego punktu pod réwnymi katami (a wiec 120°).

Dowéd: Weimy tréjkat ABC spelniajacy zaloZenia twierdzenia i dowolny punkt P.
Obréémy punkty P i B o 60° wokét C otrzymujac punkty P’ i B'. Tréjkaty CBB'

i CPP' 83 zatem réwnoboczne. W szczegélnoéci PP' = PC i P'B' = PB. Stad

S = PA+ PB+ PC = AP + PP' + P'B', Poniewaz punkty A i B' nie zaleia od tego,
jak wybraliémy punkt P, wiec § ma najmniejsza wartoéé, gdy lamana APP'B jest
odcinkiem. Latwo zauwaiyé, e tak jest, gdy katy APC i B'P'C (réwny katowi BPC)
majg po 120°.

PrzejdZmy teraz do czworokata. Aby nie powtarzaé czedci rozumowania
zamieszczonego przy rozwiazaniu zadania 151 (Delta 9/1987), prayjme, ze wystarcay
sie ograniczy¢ do sieci drég zlozonych z pieciu odcinkéw — jak na rysunku ponizej.
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Rozwaimy pierwszy z nich. Obracajac P i B wokét A oraz Q i D wokét C o kat 60°
otrzymujemy odpowiednio P' i B' oraz @' i D'. Analogicznie jak w przypadku tréjkata
§=PA+PB+PQ+QC+QD=B'P +PP+PQ+QQ +Q'D'. Inéw § ma
najmniejsza, wartodé, gdy B'P'PQQ'D’ jest odcinkiem, a wigc gdy LAPB = /BPQ =
= L[QPA= /DQC = LCQP = £PQD = 120°. Takie punkty P i @ latwo znalei
rysujac na AB ina DC luki, z ktérych widaé te odcinki pod katem 120° (tzw. luki
Talesa). (Pominalem tu przypadek, gdy luki te przecinaja sie.)
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Powstaje tu nastepne pytanie. Jeéli podana metode zastosuje do bokéw AD i CB
zamiast AB i CD, to réwniei otrzymam minimalna dlugoéé sieci drég. Ktére

z otrzymanych miniméw jest mniejsze 7 Czy mozna to ocenié ,z géry”, przed
wykredleniem obu odeinkéw realizujacych te minima 7
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Roswigsanie zadania M 530.
Mamy ro = 2ty + raq41. datem
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Minimum S w rozpatrzonym szczegélowo przypadku to dlugoéé odcinka B'D'.
Sprébujmy te dlugoéé obliczyé. Oznaczmy przez E, F, G i H érodki bokéw
czworokata (jak na rysunku). Wéwczas B'ELAB i D'F1DC. Wygodnie nam
bedzie jestcze postugiwac sie operacja o, ktéra kaidemu wektorowi (swobodnemu)
przyporzadkowuje wektor (tej samej dlugoéci) obrécony o kat —90°. Mamy wiec

EE.‘:?O(E], FD' = ?45?5].
Stad
B'D'= B'E+EF + FD' = EF + V30(CH),

gdyi BE+FD = Aé‘?(a[,&_..li‘) + o(ﬁ?)) = ﬁo(ﬁéﬁa—) oraz GH = @%D——d
Stad kwadrat minimalnej sumy drég jest
B'D” = |B'D'|* = (EF + V30(GH))" = EF* + 3GH® + 2v/3 (EF - o(GH)),
poniewai (o(GH))” = |GH|* = GH?.
Jedli teraz rozwaiymy drugi przypadek (wprowadzajac analogicznie do B' i D' punkty
A'iC'), otrzymamy jako kwadrat drugiego minimum sumy diugosdci drég
A'C™ = GH? + 3EF* +2V3(GH - o(EF)) .

Nietrudno przekonac sie, ie EF - o(GH) = GH - o( EF). Wobec tego

B'D'>AC +« BD">AC? +» GH'>EF' + GH>EF.
Zatem minimalng sume dlugoédci sieci drég otrzymamy wykonujac nasza, konstrukcje

dla tej pary przeciwleglych bokéw czworokata, ktérej érodki bokéw sa bardziej
oddalone.

A jak rozwiazaé analogiczne zadanie dla piecio- czy szeéciokata 7

Zespolone uklady pozycyjne

Do ukladu dziesiatkowego przywyklismy od urodzenia. Niektérzy slyszeli co

nieco o innych ukladach pozycyjnych: dwéjkowym, tréjkowym, piatkowym itd.

W ukladszie o podstawie p wystepuje p cyfr: 0,1, 2, ..., p—1, a liczbe cncn-1...¢o ()
interpretujemy jako ¢np™ + cn_1p" "' + ...+ co. Jedli p jest liczba naturalna, wieksza,
od 1, to w ukladzie pozycyjnym o podstawie p mozemy zapisaé dowolng liczbe
calkowita, o ile dopudcimy uzycie znaku ,,—” dla oznaczenia liczb ujemnych. Stosuje
sie tei uklady o ujemnej podstawie. Jesli p < —1, to uzywamy takich samych cyfr jak
w ukladzie o podstawie —p, a liczby interpretujemy wedluig tego samego wzoru. Teraz
mozemy wszystkie liczby catkowite zapisaé bez uzywania minusa. Na przyklad —1

w ukladzie minusdwéjkowym zapisuje sie jako (11)—2 = -2+ 1= —1.-

A teraz przejdimy do liczb zespolonych. Interesowad nas beda liczby postaci a + bi,
gdzie a, b 83 liczbami catkowitymi. Jegli p = a + bi, b # 0, to w ukladzie o podstawie p
bedziemy uiywaé a® + b% cyfr: 0, 1, 2, ..., a® + b% — 1, a interpretacja zapisu liczby
bedzie odbywala sie wedhig tego samego wzoru. Jeéli np. p = 2i, to uiywamy cyfr

0, 1, 2, 3 i liczsbe (¢ncn—1---co)2i interpretujemy jako ¢n(2i)™ + cn—1(2i)" ! + ... + co,
np. 2i=(10)2i, —3—4i= (1121)3 = (21)® + (2i)> +2-2i+1=—8i—4+4i+1.
Zauwaiamy jednak, Ze liczby i nie mozemy zapisaé w tym ukladzie bez uzycia
przecinka. Mamy natomiast (10,2)2 = 2i + 2 (211) =21 —i=1i, czyli i wyglada w tym
ukladzie jak utamek.

A jak bedzie w innych ukladach 7 Jakie liczby dadza, sie w nich zapisaé bez przecinka ?
Warto byloby tei przedstawié graficznie na plaszczyénie zespolonej zbiory liczb
2,3,4,...-cyfrowych w réznych ukladach pozycyjnych. Wydaje sie, ze dla podstawy

p = a + bi, gdzie a # 0, b # 0, takie zbiory powinny mieé przedstawienia o dosyé
kapryénych ksztaltach.

J.W.
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