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Gdy okrag o promieniu r > 0 toczymy po prostej [, to wybrany punkt tego okregu
gakredla krzywa — cykloide (rys.1). W prostokatnym ukladzie wspdirzednych opisuja
ja réwnania parametryczne: z(t) = r(t —sint), y(t) = r(1 —cost), t € R.

Rys.2. Pozycja ,stabilna”.

Rys.3. Pozycja ,niestabilna”.
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Rys.l. Arkada cykloidy.
Juz w XVII wieku wykazano, ze:
A. Pole figury ograniczonej jedng arkada cykloidy i osia OX jest réwne 3 - wr?
(Gilles Persone de Roberval, 1634);
B. Dhigoéé jednej arkady cykloidy jest réwna 4 - 2r (Christopher Wren, 1658).

W tym artykule wykatemy analogiczne wlasnoéci dla krzywe]j ,wyznaczonej” przez
toczacy sie po prostej wielokat foremny. Dokonamy tego patrzac na plaszczyzng jako
na zbiér liczb zespolonych.

Pozycje wielokata z rysunku 2 bedziemy nazywaé stabilna.

Definicja. Wielokatna odpowiadajaca n-katowi foremnemu to lamana, ktérej
wierzcholki wyznacza ustalony wierzcholek n-kata w kolejnych pozycjach stabilnych
podczas toczenia wielokata po prostej.
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Rys.5

Rys.4. Arkada wielokatnej odpowiadajacej siedmiokatowi foremnemu.

Twierdzenie 1. Pole powierzchni ograniczone prosta i arkada wielokatnej
odpowiadajacej n-katowi foremnemu jest réwne potrojonej powierzchni n-kata.

Dowéd. Z geometrii analitycznej wiemy, se pole powierzchni tréjkata o wierschotkach
(0,0), (z1,¥1), (z2,y2) dane jest wzorem  |z1y3 — z291|. Na plaszczyinie zespolonej
wzor ten ma postaé Ilz lmﬁlag1, gdzie ar = ok + lyx dla k = 1,2. Zatem pole

powierzchni n-kata o wierzchotkach ay ,az2,... ,an (przy dodatniej orientacji)
zawierajacego punkt O jest réwne 3 Im (@1a2 + @28z +...+ @ne1). Rozwaimy n-kab
foremny o wierzchotkach w punktach 1,z,2%,...,2"" !, gdzie z = exp(2mi/n).

n—1
Jego pole powierzchni wynosi 2 Im | 37 Fal i
k=0
tworzac wielokatna (rys.6) odpowiadajaca temu n-katowi, przesuwamy w kolejnej
pozycji stabilnej ,$rodek” n-kata o wektor (z — li (o dlugosci boku n-kata). Wtedy
wierzcholki tworzace arkade wielokatnej sa postaci:

= 1 Im nz. Zauwaimy, ie

a.,-+1=j-(E—l]+z’, 3 =0 auan—1.
Wéwczas pole powierzchhi interesnjacej nas figury W (rys.6) jest réwne sumie pél
tréjkatéw Aaiazas, ANa1dsba, ..., NE1Ga—10n, 2 ktérych kazde mozemy wyrazic
wzorem (rys.7)
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|Aayakarsy]| = = Im@karsr + 5 (M Tegr —Ima@e), k=1,2,...,n—1.
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A teraz niezbedne rachunki:
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Rys.6
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Rys.7. |Aajarags1| = |Aagakak+1| + |Aapaks1a1| — |Aapara|

Im (Z (jz-D) + (G+1)F (- 1) +3)) + *;‘Im nE=

Im ((z— l)ni (522t - (G + l)zj)) +Imn:e =

:%Imn(z—l]-i—lmnz:.’i-%lmnz
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i dowdd twierdzenia jest zakoriczony.

Oczywiécie, dwa katy ostre przy podstawie wielokatnej g3 réwne i maja miare
(% - -};) 7. Mozna réwniez sprawdszi¢, e miara kaidego z pozostalych
(n — 2) rozwartych katéw wielokatnej jest réwna (1 -

Kolej teraz na nastepna wlasnodé.

Twierdzenie 2. Diugoéé L wielokatne] odpowiadajace] n-katowi foremnemu wynosi
4(r + R), gdzie r i R oznaczaja odpowiednio promiefi okregu wpisanego i okregu
opisanego tego wielokata.

Dowéd. Dla n-kata foremnego o wierzchotkach w punktach 1,z,2%,...,2"!

(gdzie z = exp(27i/n)) promiefi okregu opisanego R jest réwny 1, a promieni okregu
wpisanego r = cos X (rys.5), k-ty bok wielokatnej ma dtugod¢ |bx| = |ar+1 — akl,
dla k=1,2,...,n— 1. Krétkie rachunki pokazujau ge by = (1 —2)(z* —1).

w szczegélnosm [61] = |1 — 2| |2 — 1] = 4 sin® £, Niech s = exp(ri/n), czyli s* = 2.

br1 g2k+2 _ 1 g20k+1) _ gkl k+l sin §k+1)=r
Wéwczas = : = — = k
by 82k —1 83k — Frgk sin &%
sin £x i =1
oogk—1 SDTE = ™ km
skad by = s by e . Wobec tego L = kz; |bx| = 4 - sm Zs:n
n—1 n—1
. 4 - k exp(Z) +1
Poniewas Zam_’r_—:[m Zexp (ﬂ) :[m__%=
k=1 * E=1 " 1—exp ('F-_)
— Im (1+casﬁ)+i-sin;’7__ sinf  1+cosk
— - L : ,
(l-cc-s;':-)—i-sini 1—cosZ sin X

wigc L=4 (1 + cos %), co nalezalo wykazaé.

Jezeli teraz zauwagymy, Ze n-katy foremne wpisane w okrag w miare wzrostu liczby n
aproksymuja go, a kolejne wielokatne przyblizaja arkade cykloidy odpowiadajaca
okregowi, to otrzymujemy fakty A i B.
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