
o toczeniu
wielokata

Gdy okrag o promieniu r > Otoczymy po prostejl, to wybrany p1l'nkt tego okregu
zakresla krzywa - cykloide (rys.l). W prostokatnym ukladzie wspólrzednych opisuja
ja równania parametryczne:x(t) = r(t - sin t), y(t) = r(1 - cost), t E R.
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Rys.Z. Pozycja "stabilna".

Rys.3. Pozycja "niestabilna" .

Rys.l. Arkada cykloidy.

Juz w XVII wieku wykazano, ze: .
A. Pole figury ograniczonej jedna arkada cykloidy i osiaOX jest równe 3·71'r2

(Gilles Person e de Roberval, 1634);
B. Dlugosc jednej arkady cykloidy jest równa 4 .2r (Christopher Wren, 1658).

W tym artykule wykazemy analogiczne wlasnosci dla krzywej "wyznaczonej" przez
toczacy sie po prostej wielokat foremny. Dokonamy tego patrzac na plaszczyzne jako
na zbiór liczb zespolonych.

Pozycje wielokata z rysunku 2 bedziemy nazywac stabilna·
Definicja. Wielokatna odpowiadajaca n-katowi foremnemu to lamana, której
wierzcholki wyznacza ustalony wierzcholek n-kata w kolejnych pozycjach stabilnych
podczas toczenia wielokata po prostej.-

RysA. Arkada wielokatnej odpowiadaj acej siedmiokatowi foremnem u.

y

eX. = 2ITn'

Z2

Rys.5

x

Twierdzenie 1.Pole powierzchni ograniczone prosta i arkada wielokatnej
odpowiadajacej n~katowi foremnemu jest równe potrojonej powierzchni n-kata.

Dowód. Z geometrii analitycznej wiemy, ze pole powierzchni trójkata o wierzcholkach
(0,0), (xl,yd, (X2,Y2) dane jest wzorem41xlY2 - X2Y11. Na plaszczyznie zespolonej

wzór ten ma postac14 Im ala21, gdzie ak = Xk+ iYk dla k = 1,2. Zatem pole
powierzchni n-kata o wierzcholkachal ,a2., ... , an (przy dodatniej orientacji)
zawierajacego punkt° jest równe 4 Im (ala2 + a2a3+ ... +anad. Rozwazmy n-kat
foremny o wierzcholkach w punktach l,z, Z2, ... ,zn-l, gdzie z = exp(271'ijn).

(n-l )
Jego pole powierzchni wynosi4 Im E zkzk+l = 4 Im nz. Zauwazmy, ze

k=O

tworzac wielokatna (rys.6) odpowiadajaca temu n-katowi, przesuwamy w kolejnej~
pozycji stabilnej "srodek" n-kata o wektor(z - l) (o dlugosci boku n-kata). Wtedy
wierzcholki tworzace arkade wielokatnej sa postaci:

aHl = j . (z - 1)+ zi, j = 0,1, ... ,n-l.
Wówczas pole powierzchni interesuj acej nas figuryW (rys.6) jest równe sumie pól
trójkatów D.ala2a3, D.ala3a4, ... , D.alan-lani z których kazde mozemy wyrazic
wzorem (rys.7)

lD.alakak+d = !. Im akak+l + !. (Im ak+l - Im ak), k = 1,2, ... ,n - l.
2 2

A teraz niezbedne rachu.nki:

lWI = ~ Im (I:akak+l) + ~ Im (I:(aHl - ak)) =k=l k=l

~ ~ Im (~(;(z - 1)+ >") . (U + 1)(z -1) UH')) + ~ !m (n(z - I) - 1) ~
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Rys.6

z· z = l
z = Z",-1

Imz= - Imz

n-l

",",," n+l~(k"+ l)zk = nz ~ (n + l)zn + l
k=O

. 2" .. 2w
exp(2wl/n) = cos - + l' Sln-

n n!

Rys.7. 16alUkak+11= !6aOakak+11+ 16aoak+lall- 16aoUkU11

= i Im (I: (j(Z - l)ziH + (j + l)zi(z -1) + z)) + i Im nz ~J=O

( n-l )= i Im (z - 1)L (jziH - (j + l)zi) + Im nz =
J=O

1 1
= - Im n(z - 1) + Im nz = 3 . - Im nz2 2

i dowód twierdzenia jest zakonczony.

Oczywiscie, dwa katy ostre przy podstawie wielokatnej sa równe i maja miare

(l - ~)11". Mozna równiez sprawdzic, ze miara kazdego z pozostalych

(n - 2) rozwartych katów wielokatnej jest równa(1 - ~) 11".

Kolej teraz na nastepna wlasnosc.

Twierdzenie 2. Dlugosc L wielokatnej odpowiadajacej n-katowi foremnemu wy,nosi
4(r + R), gdzie r i R oznaczaja odpowiednio promien okregu wpisanego i okregu
opisanego tego wielokata.

Dow6d. Dla n-kata foremnego o wierzcholkach w punktach 1,z, Z2 , ••• , zn-l

(gdzie z = exp(211"i/n)) promien okregu opisanegoR jest równy 1, a promien okregu

wpisa.nego r = cos ~ (rys.5), k-ty bok ~ielokatnej ma dlugosc Ihl =lak+l - akl,
dla k = 1,2, ... ,n-L Krótkie rachunki pokazuja, ze h = (1 -z)(zk - 1).

W szczególnosci Ibll = 11 - zl'lz -11 = 4 sin2~. Niech s = exp(1I"i/n), czyli S2 = Z.

, h l s2k+2 - 1 S2(k+l) _ sk+ISk+1 sin (k+l)'"Wowczas ---±- = ---- = -------- = s . n_
h S2k - 1 S2k - sk sk sin k,,-n

. kK n-l n-l

k-l sm - . L' 11" L . k1l"skad bk=S ·h·-.-n-.Wobec tego L= Ibkl=4·sm-· sm-osm !L n n
n k=l k=l

Poniewaz ~ sink: = Im (~exp C:i) ) = Im :x~ ~~\ ;) =

_ (1 + cos~) + i . sin;; _ sin;; _ 1+ cos *- Im --------- - ---- - ----,
(1 - cos !L) - i . sin !L 1 - cos !L sin !Ln n n n

wiec L = 4 (1 + Cos;;), co nalezalo wykazac.

Jezeli teraz zauwazymy, ze n-katy foremne wpisane w okrag w miare wzrostu liczbyn
aproksymuja go, a kolejne wielokatne przyblizaja arkade cykloidy odpowiadajaca
okregowi, to otrzymujemy fakty A i B.
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