
FiZYCZnE nOWInHl Przyspieszenie (sumowania)

ILE A TOMÓW TWORZY

KRYSZTAL?

Przypuscmy, ze chcemy obliczyc z duza dokladnoscia sumeS szereguf :2. Mozna,
k=l

oczywiscie, dodawac kolejne wyrazy, ale sumy czesciowe sa zbiezne doS bardzo wolno.
Mamy bowiem dla kazdego N> m
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Zamiast obliczac sume szereguf :2 obliczmy sume wyrazów w kazdej kolumnie i
k=l

nastepnie dodajmy te sumy. Takie postepowanie jest dozwolone, gdyz wszystkie liczby
wystepujaCE: p0 prawej stronie sa dodatnie. Suma n-tej kolumnySn jest równa

(n-l)! ~ (n-l)!n2(n+I) ... (2n-l) +,~ i(i+l) ... (i+n)·.=n+l

l( 1 1)= -n i( i + 1)... (i + n-l) - (i + 1)... (i + n)
Ale

Spróbujmy jeszcze inaczej. Zapiszemy w tym celu wyrazy naszego szeregu w bardziej

skomplikowany sposób. Zastepujac:2 przez k(k ~ 1) popelniamy blad
1 1 1 1 1 1
k2 - k(k + 1) = k( k - k + 1) = --

Ten blad zastepujemy liczbak(k + l~(k + 2) i otrzymujemy nowy blad

1 1 1 (1 1)k2(k + 1) - k(k + l)(k + 2) = k(k + 1) k - k + 2
Kon.tynuujac to postepowanie dostajemy wzory
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Wystarczy wiec do sumy pierwszych100tysiecy wyrazów dodac __ l__IDO001

Tak wiec

1 1 1
k2= k(k+l) + k(k+l)(k+2) + ...

(k-2)! (k-l)!... + -~-~-- + --~~ - --- ,
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Z dowolnosci N wynika ,ze S - ~ ~ >~ k2
k=l

Aby obliczyc S z dokladnoscia do10-10,trzeba zsumowac co najmniej10miliardów
wyrazów. Taka sama dokladnosc mozna uzyskac znacznie zmniejszajac liczbe
sumowanych wyrazowo Podobnie jak powyzej mamy

*od ang. cJuster - grono, gromadka,
zlepek, grudka.

Ile wlasciwie atomów trneba zgrupowac
rerem, aby powstaly twór mial juz·
wlasnosci ciala stalego, czyli byl krysztalem?
Milion? Miliard? Bilion? A moze j=
wiecej? Na przyklad w jednym centjm!etrze
""exiennym krysztalu dobrne znanej.
wszystkim soli kuchennej znajdujesie okola
4,5x1022 atomów sodu i chloru. Wiadomo
jednak od dawna, ze malenkie "okruszki" o
wymiarach mikrometrów badane ,;. pomoca
promieni X, wykazuja doskonale wlasnosci
krystaliczne. Przy jakim wiec rozmiarze
"okruszka" przestaje on byc krysztalem?
Odpowied:! na tak sformulowane pytanie
moze zalezec, oczywiscie, od wyboru
badanych wlasnosci krysztalu. Ostatnio
pr-.,eprowad20no szereg badan gazowych
'okruszków" (zwanych klastrami*)
:?.awierajacych od 10 do 1000 atomów
róznych 'pierwiastków. W jednym z
eksperymentów prowadzono pomiary energii
jonizacji elektronów z klastrów rteci. Atomy
rteci maja zamknieta powloke elektronowa .
652 i pusta 6po. Obydwie te powloki tworza
w krysztalach rteci pasmo przewodnictwa.
Energia joni2acji elektronu z powloki 6s2
atomu rteci do prózni wynosi 10,4 eV;
natomiast energia jonizacji elektronu z

poziomu Fermiego pasma przewcxinictwa do

prÓZni dla metalicznej rteci wynosi 4 ..5 eV.
VI przeprowadzonych eksperymentach
okazalo sie, ze juz przy okolo70 atdmach
rteci tworzacych klaster energia jonizacji
elektronów d,:,~rotnie maleje w porównaniu
" pojedynczym atomem, czyli powstaje
pasmo przewodnictwa. Z kolei w innych
eksperymentach badano odleglosc pomiedzy
atomami w klastrach miedzi. W C21lsteczce

CU2 wynosi ona okoloz,zA, natomiast w
·krysztale miedzi okolo\z, 55fi.. Stwierd20no,
ze w klastrach o srednicy okolo 10A,

za~rierajacych 50-100 atomów. osiagana
juz jest "krystaliczna" odleglosc miedzy
atomami. O ile miad:! buduje "od p<lC2Iltku"
siec kubiczna, to nieco inaczej zachowuja sie
atomy argonu. Zarówno rachunki

teoretyczne, jak i pomiary dyfrakcji
elektronów wykazuja, ze niewielkie klastry
argonu, zawierajace ZO-50 atomów, maja
symetrie dwudziestoscianu (odpowiadajaCIl .
"zakazanej" w krysztalach osi pieciokrotnej).
Dopiero przy okolo 100 atomach klaster ulega
reorganizacji i tworzy sie siec kubiczna.
Powyzsze rezultaty dosc jednoznacznie
przekonuja, ze po przekroczeniu licaby okolo
100 atomów w "okruszku" zaczynamy miec
juz do czynienia z cialem stalym. Istnieja,
oczywiscie, w· cialach stalych zjawiska, takie
jak na przyklad drgania sieci krystalicznej,
które wymagaj" udzialu wielu tysiecy
atomów. Jednakze zarówno pojawienie sie
pasm energetycznych, jak i struktury
krystalicznej w klastrach stuatomowych jest
faktem godnym uwagi.
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n=m

Aby obliczyc S z dokladnoscia do 10-10, wystarczy wiec zsumowac pierwsze 16
wyrazów.

co jest oczywiste.

Sumujac pierwszem ~ 1 wyrazów szeregu, gdziem:::: 4, popelniamy blad mniejszy niz

3~_1_<_3_~~ __ 1_~ n4n - m4m. ~ 4n - m4m.-l .
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A zatem

Mamy wiec wzór

Sn=(n-1)!( 2( \ ( )+ ( ~ ( ))n n + 1 ... 2n n n+ 1 ... 2n

3(n - l)! _ 3((n - 1)!)2

n(n+1) ... (2n) - {2n)!

~ ~ = ~ ((n-1)!)2~ k2 3~ (2n)!k=l n=l

Szereg po prawej stronie jest zbiezny bardzo szybko. Zachodzi bowiem nierównosc

((n - 1)!)2 < _1_, dla n > 4
2n)! - n4? ' - ,

która mozna udowodnic przez indukcje. Wystarczy w tym celu zauwazyc, ze jest ona

prawdziwa dlan = 4,'gdyz _1_ < _1_, i pokazac, ze dla kazdegon mamy1120 - 1024 /

(2n + 1)(2n + 2) > 4n + 1
n2 - n '

Oto zadanie dla dociekliwych Czytelników,

Czy suma szeregu ~ l l l \1 l l \~ jest wieksza, czy mniejsza niz l?, ~nnnnnn nnnn
n=a

Liczba a, od której zaczynamy sumowanie, jest naj mniejsza liczbak, dla której

In In In k > 1 (tzn. a = [eee] + 1). Tym razem szereg jest jeszcze wolniej zbiezny niz

poprzednio: suma wyrazów o numerach wiekszych odeeek jest rzedu ~, w'dodatku
suma calego szeregu rózni sie od 1 o mniej niz10-8•

Opracowal dr Jerzy RYLL

Udowodnic, ze jeslix, y, z:::: O,

(MOM 1984)

M 519. Czy mozna z 18 kamieni domina 2 x 1 zlozyc taki kwadrat, ze kazdy odcinek
(rózny od boku) laczacy przeciwlegle brzegi kwadratu przechodzi przez wnetrze
któregos kamienia?
Rozwiazanie na str. 2

F 252. Do jakiej wysokosci mozna napelnic szklany zbiornik majacy maly otworek
w dnie tak, aby ciecz nie zwilzajaca szkla nie wylala sie?
Rozwiazanie na str. 15

F 253. W cieczy zwilzajacej szklo zanurzono szklana kapilare tak, ze jej wystajacy
ponad powierzchnie odcinek jest krótszy niz wysokosc, na jaka podnióslby sie slupek
cieczy w dluzszej kapilarze. Jak bedzie skierowana wypuklosc menisku i jaki bedzie jej
promien?
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje dr Rafal STARONSKI

Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 517. Niech J(x,y, z) ='xy + xz + yz - 2xyz.
x+y+z= 1, to J(x,y,z):S 7/27.
Rozwiazanie na str. 1

M 518. Rzucamy trzema symetrycznymi monetami. Te, na których wypadl orzel,
rzucamy jeszcze raz, itd. az do chwili, gdy beda same reszki. ile srednio rzutów
potrzeba do zakonczenia doswiadczenia?
Rozwiazanie na str. 1
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