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Rozwiazanie sadania M 517.
Zauwaimy, ze jedli z < 1/2, to

f(‘r__'___"fﬂ;) > Iz 0 2).

2 2
Izstotnie, nierdwnodé
(:_:—' v # o T+y =
2 2
2 2
+(ﬂ-2)z_g(1+y) i
2 2 -

2> zy +zz+ys— 2zyz

jest réwnowaina z
2
z+y
(—v—) {1 —2z) > zy(1 — 22),
2
a przy salofeniu, de 1 — 2z > 0,
wystarczy, by

2
T+ Y
= Ty,

co jest jui ocrywiste.

Jedna «
nich (ze wagledu na symetri¢ mozna

Ustalmy teraz liceby =y, =.
przyviaf, #e jest to z) nie przekracza
1/2. Mamy wige

z+y z2+Y
'(( - TR

.z) > fiz. vy, 2).

Teras rdwnied %’—” = % Mozemy wiec
powtdrzy{ powyssza operacje, biorac
tym razem najmniejszy i najwickszy
argument funkcji f. W rezultacie
otrzymamy trzy ciagi: (an), (ba), (en),
takie, 3¢ f(an,bn.cn) 2 flzry, 2);
ponadto

lim cp =1

m s = lim by = =

fn—oo n=—oo
bo (oznaczajac ma = min{an, bu, cn ),
s ==
strony stale an + bn +en = 1, 2z drugiej
Moy —mepy < %[M“ —mqa), cayli

M, —m, — 0.

n—co

max{an, bs, ¢n)) mamy z jednej

Ostatecznie, ze wegledn na ciaglodé
funkeji f,
T : 1. 3
_— = B e > L :
27 1(333)_11;”,;;

czego nalezalo dowiedé,

Rozwiazanie zadania M 518,
Niech Ty oznacza frednig liczbe
rzutdw, potraebns do zakoliczenia
. ckaperymentu z n monetami.
Oezywidcie

L 1
To =0, T1—1= ET], +£Tn.

bowiem pierwszy rzut daje =
prawdopodobieristwem 1/2 reszke —
wtedy eksperyment jest zakorczony, iz
prawdopodoiedstwem 1/2 orla - wtedy
jestedmy w sytuacji wyjdciowsj. Zatem
Ty = 2. Dalej,

p 3 1 1
Ta 'l=—T2+—TL+ET.“

4 2
skad Th = g wresacie

Poczatki fizyki komputerowej

Problem Fermiego—Pasty —Ulama

Dr hab. Ryszard KUTNER

W latach czterdziestych i na poczatku lat pieédziesiatych naszego stulecia pojawily sie
pierwsze elektroniczne maszyny cyfrowe, czyli komputery — najpierw ENIAC, a potem
UNIVAC I i MANIAC I. Dzieki duzej, jak na owe czasy, szybkodci wykonywania
obliczefi stworzyly one niebywala, okazje numerycznego badania ukladéw o wielkiej
liczbie stopni swobody. Okazja ta zostala wykorzystana, a wage prac powstalych

w latach pieédziesiatych, mierzona ich wplywem na wspélczesne badania w fizyce czy
nawet ogélniej — w naukach przyrodniczych — wprost trudno przecenié. Narodzila sie
woéwezas ,fizyka komputerowa”, a dokladniej méwiac jej najstarsza galag, taw. fizyka
symulacyjna.

Podstawowe metody fizyki komputerowej zostaly sformulowane w serii publikacji

z lat 1953 — 1959. Pierwsza z nich, klasyczna dzi§ praca N. Metropolisa,

A.W. Rosenbluth, W.N. Rosenblutha, A.H. Teller i E. Tellera Equation

of State Calculations by Fast Computing Machines (,,Obliczanie réwnania stanu

z uzyciem szybkich maszyn liczacych”) zapoczatkowala nzywanie komputeréw do
symulowania proceséw losowych i wyznaczania metodami Monte Carlo wlasnoéci
termodynamicznych ukladéw wieloatomowych. Do oméwienia tej pracy i plynacych

z niej konsekwencji powrécimy, byé moze, niebawem — prosty przyklad zastosowania
elementéw metody Monte Carlo zawierala opisana w Delcie 9/1986 symulacja

ruchéw Browna. Tutaj zajmiemy sie innym kierunkiem symulacji komputerowych
polegajacym na numerycznym rozwiazywaniu réwnaf ruchu ukladéw wieloczastkowych
- tzw. metodami ,dynamiki molekularnej”. Metode tege typu jako pierwsi zastosowali
w 1955 roku E. Fermi, J. Pasta i S. Ulam badajac numerycznie nicharmoniczne
drgania kilkudziesieciu mas polaczonych w laiicuch nieliniowymi sprezynkami (nie
spelniajacymi prawa Hooke’a). B. Alder i T. Wainwright sformulowali nastepnie
metody pozwalajace efektywnie analizowaé zagadnienia zwiazane z zachowaniem sig
setek, a nawet tysiecy oddzialujacych ze soba molekul w gazie, cieczy lub ciele stalym.
W pierwszej ich pracy wyniki komputerowej symulacji ruchu atoméw sieci krystalicznej
przedstawione byly w postaci ,filmu komputerowego” — serii migawkowych ujeé

w kilku nastepujacych po sobie momentach. Wymieniajac wspéitwércéw metody
dynamiki molekularnej nalezy wspomnieé¢ G. Vineyarda (badal on wiasnoéci defektow
powstalych w metalach pod wplywem promieniowania) oraz A. Rahmana, ktéry
symulowal zachowanie sie cieklego azotu, a wyniki iloéciowe otrzymane przez niego
mogly juz byé bezposérednio poréwnywane z danymi doéwiadczalnymi. PrzesledZmy
pokrétce rozumowanie Fermiego, Pasty i Ulama.

Sformulowanie problemu Fermiego — Pasty — Ulama (FPU)

Dobrze znany byt fakt, ze drgania ukladu liniowego — tzn. ukladu, w ktérym sily sa
proporcjonalne do wychyled z polozenia réwnowagi — moina przedstawié jako zloZenie
drgafi harmonicznych o czestosciach charakterystycznych dla danego ukladu, przy
czym drgania o réinych czestodciach sa niezaleine, a tym samym nie ma migdzy

nimi przeplywu energii. Jeieli poczatkowo zostanie wzbudzone drganie o ustalonej
czestodci, to juz zadne inne drganie nie powstanie. Najprostszym przykladem jest tu
uklad mas polaczonych w laficuch spreiynkami, ktérych naprezenia sa proporcjonalne
do zmian ich dlugoéci. E. Fermi, J. Pasta i S. Ulam chcieli sprawdzi¢ na drodze
numerycznej (inaczej nie bylo to mozliwe), jak wplywa na zachowanie sie takiego
ukladu wprowadzenie dodatkowego, nieliniowego oddzialywania. Do owego czasu
przyjmowano bowiem na wiare, Ze energia powinna sie podzieli¢ réwnomiernie miedzy
drgania o réinych czestosciach, cayli stopnie swobody (zasada ekwipartycji energii).
Pojawienie sie pierwszych komputeréw stworzylo od razu szanse zweryfikowania tego
zalozenia.
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Roswiasanie radania M 51

PAPER @: INK 7
REM #3832 482844 aasiinnh
REM # PROBLEHM FERMIEGO- =
* PASTY -ULAMA -
REM S8383S2S8S5288sssisnas
REM RUSTIArd Kutner, s‘vctgg
CIM wi®S): REM Pf&dln‘s
!uJ Ciowa
oCINM U IlS) REM Polo :ﬂi.
: U:x; niejsze
DIM 9 i(9) REM PotozZanis
aktualne
DIM x(9) REH Fologghl.
P nit jsxs
LET t=i@l1: REM 1 - Cxas
LET dt=1-2: REM ElLamantarny
pPrzedzial czasu
REM ¢ — Numer Rolm jh=go
elementiarnego Kroku
cCEASOWREO
LET HM=1: REM Hasza
LET N=B8: REM Liczba atomdw
minus Jjedan
LET K=1: REM tata
sErt Yllﬂ‘ci Hfona
LET s=1: REH !{t lia:
LET alLfamli-ra: REM Uspol -
czZuynnik nielLiniowodci
kRwadratowsJ
LET taums@sNsS0OR (HM&s - K] :
REM tausdt - Li:zbt krokdw
- i.dnos ce cTasu
LET s j=2@8: REM Cxwnnik
lllluJﬂﬂg poxiomad of Jj
LET su=iS«N: EHM Cxunnik
sllLqu:l pionowd of u
LET su@==84: REM cxrnnln
Rznrz-suunJI:H poxiomA of J
REM Uarunek pOCZAtKOwWY
FOR=4-2 TO N
L Uwij)=SOR (R-/H) #5IN
& i (IPI®(J)-21) ~N)
HEM
FOR ‘[-B TO N
(= i=Jj+l
IF i>N THEN LET uii) =®
I_E'I' Lej—1 =
I Ll THEN LET uillL) =d
LET Ulil’. sdt s (ReMs8) &
(U (d) —R¥D (J)+u (L2) +
ltlll((u(li—ulil)l
Wlh) —u(J)F—tuCj)—uiL))
O(Ut.{l-u(l,l)i)
l£$'l' WiJrmu(j)+wij)adt
HE )
ss‘i‘ + [#SOR (N-2)3
NT " u *
PRINT : PRINT : PRINT i
PRINT
PRiN‘r : PRINT PRINT -
PRINT : PRINT
PRINT : PRINT @": PRINT
PRINT : PRINMNT
PRINT : PRINT PRINT
PRINT : PRINT TRAB_a286;
ERE!\!‘FTE=B133 :: g::;'l'ﬁﬂ a1;
g?;_:n-i- TRB 2i; " &;TAB as;
PLOT ©,19: DRAU 213 ,@
PLOT 14,9 ORAU ©,17@
FOR s-‘ TO 18 STEFP 2
PLOT 1@=sJj-1.1%: DRAW @.8
N&:T
FOR &ﬂL TO 20 STEP =2
PL 19 .8+ j+3: DRAY 2,0
NEXT
PLOT 2,30UB+19
PLOT *% Jj+19 . 50uD+19
DEF FN Z(z) mINT (INT (10000
= #Z +5) -10) 1000
FOR r=1 TO tstaurdt
FOR j=2 TO HN
&24 i=j+1
F_isN THEN LET g9 (i) =@
LET L=j=-1
IF L« THEN LET x(t)-e
LET x(J)-EQUt{!-& ad t
Idt/lﬂﬁl)l((, i:-ﬂiy
t{l+rtL},+.L asCiyci)—
‘ ,{l I(HI’.’—%(%)}-‘
L] J)-?tl]]l L AL
RS Y i seam v e
- .
IU+IU‘019
NEXT _J
PRINT AT 2,85,
PRINT AT &80, "'Czas=";
N Z(ir—-1)esdt - -taul
IF redistaust THEHN
@0 TO asd
FOom 8.2 TO M
PLOT O R 1; (J=-212 ll‘d-
,ll(‘l SU+BUS+1S
b £l ‘-N/ +1 UiJ) esuy
+2ud (=3 THEN PLOT (‘-1)
-1J+lﬂ.uti)nnu+su +19
I_E'I' U(ﬂ)-ul 3
L WOy mx €Y
NBXI'J
STOP

odpowieds bylaby pozytywna, to ka
% pieciu wewnetranych |

odeinkéw na rysunku dsz

pewien kamiet.

cd kai
parsny.

mych przez ter

nie kardy z
odeinkdw preeci :
Ale jeden kamleri moze by
tylko jednym odeinkiem, cryli
narysowanych odeinkéw po
kamieni. A mamy ich tylko 18

Rozwazmy zatem prostoliniowy laficuch zlozony z punktéw o identycznych

masach m, polaczonych jednakowymi, niewaskimi sprezynkami, pray czym pierwsza
2z mas, o numerze 0, i ostatnia, o numerze N (w naszych obliczeniach N = 8), sa
unieruchomione (rys.1).

- —

0 =1 j i*1 . N

P, )1 o I - < m’\_?_ram_._ M
I i i | Lo
| I | | |
| 1 | ! I
I )"1: : : i
: ik . il i
| i : b E
0 =1 i it N

Réwnanie ruchu dla masy j ma wigc postaé
d?y;
(*) dt!? = F(yj+1 — y;) — F(y; — ¥i-1),
przy czym j = 1,..., N — 1, a F(y: — yi) jest sila, z jaka masa ¢ dziala na mase [.
W oryginalnym sformulowaniu problemu FPU sila ta wyraiona jest wzorem
k k
Flyi —w) = (v — ) + Salyi — ),

gdzie k jest stala spreiystosci, a a parametrem nieliniowoéci. Rozwiazanie ukiadu (*)
Fermi, Pasta i Ulam znalefli numerycznie.

m

Autorzy nie wspomnieli slowem o uiytej metodszie numerycznej, a tym bardziej o algorytmie
komputerowym, zakladajac widocznie, ie caytelnicy sami sobie s tym poradza.

Algorytm

‘Cheemy rozwiazaé numerycznie ukiad (+). Bedziemy poszukiwali wartodci y;

w kolejnych chwilach odleglych o At = tn41 — tn. Musimy teraz znalefé przybliZone
wyrazenie drugiej pochodnej przez réznice wartodci funkcji, a to jest jui prazeciei
proste. Mianowicie

d?y; _ Yiltns1) — 29i(tn) + 9i(tn—1)

di? (At)? i
Moiemy juz teraz napisaé przyblifZone réwnanie ruchu w postaci nastepujacego
algorytmu:

t=tpn

2
itns1) = 205(t) + CE(F (s14(ta) = 93(80)) = F (05(t0) = vi-1(ta))} = 95(tn1)
pozwalajacego wyznaczyé wychylenie masy 5 w chwili ¢4 na podstawie znajomosdci
jej wychylenia w chwilach £, i t,—1 oraz wychyled mas sasiednich w chwili t,. Rzecz
jasna, aby algorytm mégt wystartowac, naleiy do ukladu réwnai réinicowych
dolaczyé warunki poczatkowe. Jakie warunki zostaly przyjete, moina odczytad
w zamieszczonych obok wydrukach dwéch programéw miedszy liniami 230 i 250 oraz
270 i 340 (prosze zauwazyé, e y oznacza aktualne poloienie danej masy, z polozenie
o At péiniejsze, a u — wezedniejsze). Gléwne. cykle obu programéw, realizujace
powyiszy algorytm, zawarte sa w obu przypadkach miedsy liniami 560 i 730.

Oba programy zostaly napisane w BASIC-u na mikrokompurter ZX Spectrum 48K i jemu
pokrewne, jak ZX Spectrum 80K, 128K, czy tei Spectrum +, +2, +3, Timex 2048, 2068, czy
wreszcie Elwro 800 Junior, ktéry jest polskim komputerem szkolnym. Jestem przekonany,

e zaadaptowanie ich na inne, popularne na polskim rynku, mikrokomputery nie powinno
nastreczad trudnoéci.

Nareszcie wyniki

Rysunek 2 przedstawia po prostu ciag ,zdje¢ migawkowych” uzyskanych za pomoca
pierwszego programu.

CsS@R (N-s2)1

UL [*SER (Ns2)1 u
i " Czas =0 Al Czas=1,406

. B
L L

. .
-3 3 " -] "
L -
.
.
w3

= 4 s ) J = 4 e e Y

Rys.2a Rys.2b
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REM ### 8553288 Aanagsisns
REM % PROBLEM FERMIEGO- =
* PRASTY -ULAMA =
REM S#33%4REREFHFHFITRARES
REM Ruszard Kutner, atuczgg
CIM w(32) REM Pr&drkosfc
REM Prﬂ: g Elou.
DIM wi 3
DIM U(ggJ REM Po&o%a:nl&_
wcxefnie jsze
CIM widR) REM PotoZzenie .
ktuvatitne
OIM x {38): REH mug;gquq
pdEniejsre
LET 54 REM t — CZzas
L dt=1,2: REM Elementarny
przaedzial czasu
REM r - Numar kolejnego
elemantarnago EKroku
CZASOWEFO
LET HM=1: REHM Hazss
LET N=8: REM LicXba atomdw
minus Jjeden
LET Kal: REM Stata ¥
ngrtigltotci Hooka
LET sw=l: REM Stata sieci
LET alfaml -4a: REM Uspdi—
cTYNnik nieliniowosfci
rwadratowe j
LtavmReMN+3OR _ (Mas 7K) :
REM tausdt - Liczba krokdw
w jednostce CIasu
LET st=4d: REM st - cz!nnih
skatu&lcv Eaziu- -1 t
LET sEq=17@0: REM asEq -
Czynnik sSkalujacy pionowa
of Eq
REM
REM Uarunek poczatkowy
FOR j=2 TO N
LET 0(j) =SOR (2,N) #SIN
(PI#®(Jj=-21) /M)
NEXT J
55; 2 TO N
-
LE# i=j+l
IF i>N THEN LET uw i) =0
LET L=j-1
IF L<2 THEN LET uillL) =0
LET wij)=Hlsédt - (2%H2s5) %
(o i) =280 (i) +U (L) )+
aLfasi (Utl}-—u(-{))i
(WIi) —w(Jr) =tLIiJ)=uill)}
#IULJ)=—utLl)Il]
LET Q(j)muj)+wij)asdt
HEXT J
gg;;‘”‘l’ "Eqt [AU]
gg%hﬂ‘ % gRINT 1 PRINT i
PRINT PRINT PRINT :
PRINT PEIN’T
PRINT PRIMNT 5": PRINT
PRINT : PRINT
PRINT : PRINT : PRINT
FPRINT : PRINT TAB_ 23; »
PRINT _TAB &;" 2", TRBS 11
WOgML TR A6 Y B
PRINT TAB &1;'" 8" TRE 256
1S ; TAB 29; "1
PRINT TAB =Z4; " [(aSstaul "
PLOT ©,1%9: CRAL 235.0
BLOT 14,9: DRAU ©,17@
FOR =4 TO 23 STEFP =2
PL&T 1d%Jj-1,19: DRAW &.,3
MNEXT
REM
FOR J=4 TO 20 STEFP =2
PLOT 19,8#i+3: DRAW 3,0
NEXT
REM
FOR r=1 TO tastau/sdt
LET al=@: LET bl=a
LET aZ=9: LET b2=a
LET a3=0: LET bO=@
FOR .i=2 TO N
LET imj+1 .
IF _i>N THEN LET Wi(i) =@
LET Lmj=-1
IF L<2 THEN L.! '|" E‘t)-’a
LET X (j)=2%y (
Ddt/(ﬂ*sl*lt? 1’-2 Wf
CJ) + (LY +a L a*((u( 3=
({)J*(u(i}—? {)1w
%u f]—u(L))l 3 -
YyiLi)xi =i
LET wi(Jj)=stx (=04
(2ad )
LET al=ail+y(j)=3IN
(é_]—'i.l 2#P I M)
i B2=a24+y (j) +SIN (2s
{é—i) 2P I AN
LET .3-.3+?‘J)i51~ (D=
(é-l.l #P I N
LET bi=bl+v (J)aSIN (
(d—:l.) #P I MY
L bRE=b2+v (i) 2aSIN (2+
(i—lIOPI/N)
L bAI=b3+v (Jj) *SIN (3%
(J=1) #P I N)
HNHE 4
FOR Jj=2. TO N
LE* Uy =g )
LET 9(j;-x lj)
MNEXT ,{
LET El=((blabl+4salsals
BIN (PI-(2aN)) &
SIN (PI/(2aMN)Y)) /N »
s!$+19
L. ER=((LbASbLbR+4 *AaT A2 %
SIN (PI-N) %
SIN (PI-N)) 2N) %
15_?1-19
L E3=({(b3ab3+4xa3xaldx
BSIN (BaPI-(R*MN)) »
SIN (I&PI-(R¥MNIDI) A NI =
lE_gq-l.ﬁ
L nh=redtsst-tavs+is
PLOT nn,.E1
PLOT nn.EX
PLOT nn ,ED3
NEXT
sTOoP

Ut CESDR (N/2)1 UT CRSOR (Me2)3

. Czas=10.219 x Czas=26.0960

L x -
. .
L] . - -
.
° i . ®
- M L}
=2 4 - s J =2 4 - - T

Rys.2¢ Rys.2d

Sa to przykladowe stany osiagane przez nasz drgajacy lancuch. Na osi poziomej
odlozone zostaly poloienia réwnowagi mas, a na pionowej ich wychylenia —

w ten sposdb, dla zwiekszenia czytelnoéci, drgania podluzne przedstawiamy jako
fale poprzeczne. Jak widaé (rys.2a), poczatkowo zostala wzbudzona fala (mod)

o najwickszej mozliwej dlugoéei A; = 2sN i okresie T) = 2N/ms/k (wladnie T,
przyjelismy w naszych obliczeniach za jednostke czasu). W miare uplywu czasu
wzbudzaja, sie takze dalsze mody — oczywiscie kosztem energii pierwszego: drugi
(rys.2c) o dlugoéci fali A, = sN i okresie Ty = Ny/ms/k oraz trzeci o Az = 23N

i Ts = 2N+/ms/k. Po uruchomieniu pierwszego programu mozna zaobhserwowat,
jak plynnie przechodza w siebie poszczegélne mody. Najwainiejsze jest jednak
spostrzezenie, Ze po uplywie zaledwie 27 jednostek czasu uklad powraca do stanu
wyjéciowego (rys.2d). Innymi slowy, energia zgromadzona poczatkowo w modzie
pierwszym pie rozklada si¢ réwnomiernie na inne mody (stopnie uwobody), jakby to
wynikalo z zasady ekwipartycji energii, lecz ,,prseléwa.” sie rytmicznie miedzy nimi, aby
po uplywie stosunkowo krétkiego czasu powrécié calkowicie do modu poczatkowego.
Obserwacje te potwierdzaja wyniki obliczedt programu drugiego (rys.3).

=at CAUI
1
st
= Py & ) i@ t
CsBetaul
Rys.3

Tym razem na osi poziomej odlozono czas, a na pionowej catkowits energie danego
modu (uwzgledniono tylko trzy pierwsze).

Poczatkowo, jak to przewiduje zasada ekwipartycji, calkowita energia pierwszego modu
— By maleje, natomiast drugiego — E; i trzeciego — E3 roénie. Jednakze juz po uplywie
kilkunastu jednostek czasu rozpoczyna sie proces odwrotny, ktéry wlaénie po blisko
dwudziestu siedmiu jednostkach czasu z bardzo dobrym przyblizeniem prowadzi do
powrotu ukladu do stanu wyjdciowego, po czym wszystko zaczyna sie od poczatku. To
wladnie ten nieoczekiwany powrét zostal odkryty przez Fermiego, Paste i Ulama dajac
poczatek fizyce symulacyjnej.

Od tamtej pory problem FPU byl szczegblowos badany. N. Saito ze wepélpracownikami
odkryl, na przyklad, progowy charakter zjawiska powrotu. Innymi slowy, nie jest

a% tak fle z zasada ekwipartycji, bowiem dostarczenie ukladowi duzej ilodci energii
(powyzej pewnego progu) powoduje, ze zachowuje sie on jui ,jak nalezy”. Ogélnie
méwiac, problem FPU zwrécil uwage na zagadnienia nieliniowe w izyce. Badania
ruszyly pelna para i zostaly uwiericzone sukcesem w postaci numerycznego odkrycia
golitonu, ale to juZ historia, ktéra opowiem w nastepnym artykule.

Na zakoficzenie pragne zauwazyé, te zamieszczone programy dobrze nadaja sie

do samodzielnego eksperymentowania. Szczegdlnie interesujace byloby éwiczenie
polegajace na wykreéleniu przez nasz mikrokomputer trajektorii zakredlanej przez
wybrana, mase w przestrzem fazowej — na poziomej osi odkladamy polozenie, a na
pionowej ped w tej samej chwili. Jak bedzie wygladala taka trajektoria w zaleznodci od
wartosci energii calkowitej, dostarczonej ukladowi na poczatku ? Szczegdlnie program
drugi nadaje si¢ dobrze do takiej modyfikacji, gdyz juz w obecnej postaci oblicza
zaréwno poloZenia, jak i predkodci wszystkich mas tworzacych nasz laficuch.
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