
Rozwil\zanle zadania M 61'1.
Zauwazmy, ze jem z ::; 1/2, to

(x+y x+y )f -2-' -2-' z 2: f(x, y, z).

Istotnie, nierównosc

( x ; yr + (x; y) z+

(x+y) (x+y)'+ -2- z-2 -2- z2:

2: xy + xz + yz - 2xyz

jest równowazna z

(x: yr (l - 2z) 2: xyll - 2z) ,
a przy zalozeniu, zel - 2z ~ O,

wystarczy, by

(~)' > x2 - y,

co jest juz oczywiste.

Ustalmy teraz liczby x ,y. z. Jedna z
nich (ze wzgledu na symetrie mozna
przyj~c, ze jest toz) nie przekracza
1/2. Mamy wiec

(x+y x+y )f -2-' -2-' z 2: f(x, y, z) .

Teraz równiez ~ ::;t. Mozemy wiec
powtórzyc powyzsz~ operacje, bior~c
tym razem naj mniejszy i najwiekszy
argument funkcji f. W rezultacie
otrzymamy tr,zy ciagi: (an.). (b,,), (c,,),
takie, ze f(an., b", cn.) 2: f(x;y, z),

ponadto
lim an. = lim bn. = lim Cn.= t,n-GO n_CX) n_o;)

bo (oznaczajac m,,:::::. min(an,bn,c71),

Mn. = max(an., b", c,,)) mamy z jednej
strony stal<, a" + bn. + Cn.= l, z drugiej

Mn.+l - mn.+l ::; l(M" - mn.), czyli
Mn. - mn ~ O.

Ostatecznie, ze wzgledu na ci~glosc
funkcji f,

2- - {~~~) > (x z)27-1\3'3'3 _I ,y, ,

czego nalezalo dowiesc.

Rozwil\zanle zadania M 618.
Niech Tn. oznacza sredni~ liczbe
rzutów, potrzebna do zakonczenia
eksperymentu zn monetami.
Oczywiscie

l l
To = O, TI - l = iTI + iTo ,

bowiem pierwszy rzut daje z
prawdopodobienstwem 1/2 reszke -
wtedy eksperyment jest zakonczony, i ~
prawdopodoienstwem 1/2 orla - wtedy
jestesmy w sytuacji wyjsciowej. Zatem
Tl = 2. Dalej,

T, - l = ~T, + ~TI + ~To ,
424

skad T, = t, wreszcie
l 3 3 l

T3 - l = ST3 + ST, + STI + ST,o ,

wiec T3 = 1f.

Poczatki fizyki komputerowej

Problem Fermiego - Pasty - Ulama

Dr hab. Ryszard KUTNER

W.latach czterdziestych i na poczatku lat piecdziesiatych naszego stulecia pojawily sie
pierwsze elektroniczne maszyny cyfrowe, czyli komputery - najpierw ENIAC, a potem
UNIVAC I i MANIAC I. Dzieki duzej, jak na owe czasy, szybkosci wykonywania
obliczen stworzyly one niebywala okazje numerycznego badania ukladów o wielkiej
liczbie stopni swobody. Okazja ta zostala wykorzystana, a wage prac powstalych
w latach piecdziesiat'ych, mierzona ich wplywem na wspólczesne badania w fizyce czy
nawet ogólniej - w naukach przyrodniczych - wprost trudno przecenic. Narodzila sie
wówczas "fizyka komputerowa", a dokladniej mówiac jej naj starsza galaz, tzw. fizyka
symulacyjna.

Podstawowe metody fizyki komputerowej zostaly sformulowane w serii publikacji
z lat 1953 - 1959. Pierwsza z nich, klasyczna dzis praca N. Metropolisa,
A.W. Rosenbluth, W.N. Rosenblutha, A.H. Teller i E. TelleraEquation

o! State Ca/cu/ations by Fast Computing Machines ("Obliczanie równania stanu
z uzyciem szybkich maszyn liczacych") zapoczatkowala uzywanie komputerów do
symulowania procesów losowych i wyznaczania metodami Monte Carlo wlasnosci
termodynamicznych ukladów wieloatomowych. Do omówienia tej pracy i plynacych
z niej konsekwencji powrócimy, byt moze, niebawem - prosty przyklad zastosowania
elementów metody Monte Carlo zawierala opisana wDe/cie 9/1986 symulacja
ruchów Browna. Tutaj zajmiemy sie innym kierunkiem symulacji komputerowych
polegajacym na numerycznym rozwiazywaniu równan ruchu ukladów wieloczastkowych
- tzw. metodami "dynamiki molekularnej". Metode tego typu jako pierwsi zastosowali
w 1955 roku E. Fermi, J. Pasta iS.Ulam badajac numerycznie nieharmoniczne
drgania kilkudziesieciu mas polaczonych w lancuch nieliniowymi sprezynkami (nie
spelniajacymi prawa Hooke'a). B. Alder i T. Wainwright sformulowali nastepnie
metody pozwalajace efektywnie analizowac zagadnienia zwiazane z zachowaniem sie
setek, a nawet tysiecy oddzialujacych ze sóba, molekul w gazie, cieczy lub ciele stalym.
W pierwszej ich pracy wyniki komputerowej symulacji ruchu atomów sieci krystalicznej
przedstawione byly w postaci "filmu komputerowego" - serii migawkowych ujec
w kilku nastepujacych po sobie momentach. Wymieniajac wspóltwórców metody
dynamiki molekularnej nalezy wspomniec G. Vineyarda (badal on wlasnosci defektów
powstalych w metalach pod wplywem promieniowania) oraz A. Rahmana, który
symulowal zachowanie sie cieklego azotu, a wyniki ilosciowe otrzymane przez niego
mogly juz byc bezposrednio porównywane z danymi doswiadczalnymi. Przesledzmy
p'okrótce rozumowanie Fermiego, Pasty i Ulama.

Sformulowanie problemu Fermiego - Pasty - Ulama (FPU)

Dobrze znany byl fakt, ze drgania. ukladu liniowego - tzn. ukladu, w którym sily sa
proporcjonalne do wychylen z polozenia równowagi - mozna przedstawic jako zlozenie
drgan harmonicznych o czestosciach charakterystycznych dla danego ukladu, przy
czym drgania o róznych czestosciach sa niezalezne, a tym samym nie ma miedzy
nimi przeplywu energii. Jezeli poczatkowo zostanie wzbudzone drganie o ustalonej
czestosci, to juz zadne inne drganie nie powstanie. Najprostszym przykladem jest tu
uklad mas polaczonych w lancuch sprezynkami, których naprezenia sa proporcjonalne
do zmian ich dlugosci. E. Fermi, J. Pasta i S. Ulam chcieli sprawdzic na drodze
numeryczn.ej (inaczej nie bylo to mozliwe), jak wplywa na zachowanie SIe takiego
ukladu wprowadzenie dodatkowego, nieliniowego oddzialywania. Do owego czasu
przyjmowano bowiem na wiare, ze energia powinna sie podzielic równomiernie miedzy
drgania o róznych czestosciach, czyli stopnie swobody (zasada ekwipartycji energii).
Pojawienie sie pierwszych komputerów stworzylo od razu szanse zweryfikowania tego
zalozenia.
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Rys.2a

Algorytm

Równanie ruchu dla masyj ma wiec postac

i ~Y' .'
(*) m dt2J = F(Yi+l - Yj) - F(Yj - Yj-d,

przy.czym j = 1, "'1 N-l, a F(y, - 1/t) jest sila, z jaka, masai dzia,la na masel.
W oryginalnym sformulowaniu problemu FPU sila ta wyrazona jest wzorem

F(y, - YI) = !:(y, - YI) + !:a(y, _ YI)2,8 8

gdzie k jest stala sprezystosci, aa parametrem nieliniowosci. Rozwia,zanie ukladu (*)
Fermi, Pasta i Ulam znalezli numerycznie.

Autorzy nie wspomnieli slowem o uzytej metodzie numerycznej, a tym bardziej o algorytmie
komputerowym, zakladajac widocznie, ze czytelnicy sami sobie z tym poradza .

Rysunek 2 przedstawia po prostu cia,g "zdjec migawkowych" uzyskanych zapomoca,
pierwszego programu.

Nareszcie wyniki
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Chcemy rozwia,zac numerycznie uklad (*). Bedziemy poszukiwali .warto~ci 1/,
w kolejnych chwilach odleglych oLi.t = tn+l - tn• Musimy teraz znale:tc przyblizone
wyrazenie drugiej pochodnej przez róznice warto~ci funkcji, a to jest juz przeciez
proste. Mianowicie

d!2Yj I = Yj(tn+1) - 2Yj(tn) + yj(tn-l)dt2 t=t" (Li.t)2

Mozemy juz teraz napisac przyblizone równanie ruchu w postaci nastepuja,cego
algorytmu: .

(Li.t)2
Yj(tn+l) = 2yi(tn) + --{F (Yi+1(tn) - Yj(tn)) - F (yj(tn) - Yj-l(tn))} -yj(tn-dm .

pozwalaja,cego wyznaczyc wychylenie masyj w chwili tn+l na podstawie znajomosci
jej wychylenia w chwilach tn i tn-l oraz wychylen mas sa,siednich w chwilitn. Rzecz
jasna, aby algorytm mógl wystartowac, nalezy do ukladu równan róznicowych
dola,czyc war~nki poczatkowe. Jakie warunki zostaly przyjete, mozna odczytac
w zamieszczonych obok wydrukach dwóch programów miedzy liniami 230 i 250 oraz
270 i 340 (prosze zauwazyc, zey oznacza aktualne polozenie danej masy,x polozenie
o Li.t pózniejsze, a u - wczesniejsze). Glówne. cykle obu programów, realizuja,ce
powyzszy algorytm, zawarte sa, w obu przypadkach miedzy liniami 560 i 730.

Oba programy Ilostaly·napisane w BASIC-u na mikrokomputer ZX Spectrum .48K i jemu
pokrewne, jak ZX Spectrum 80K, 128K, CIlYtez Spectr,um +, +2, +3, Timex 2048, 2068, CIlY
wreucie Elwro 800 Junior, który jest polskim komputerem ukolnym. Jestem przekonany,
ze zaadaptowanie ·ich na inne, popularne na polskim rynku, mikrokomputery nie powinno
nastreczac trudnosci.

.Rys.1

Rozwazmy zatem prostoliniowy lancuch zlozony z punktów o identycznych
masach m, polaczonych jlldnakowymi, niewazkimi sprezynkami, przy czym pierwsza
z mas, o numerze O; i ostatnia, o numerze'N (w naszych obliczeniachN = 8), sa,
unieruchomione (rys.1) ..
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Rozwiazanie za~ania M 519. Jesli
odpowiedi bylaby pozytywna:to kazdy
z pieciu wewnetrznych pionowych
odcinków na rysunku dzie\ilby na p6l
pewien kamien.II,
Na lewo cd kazdego takiego odcinka
miesci sie parzy"ta liczba polówek;
(podzielonych przez ten odcinek)
kamieni. A wiec kazdy. odcinek
przecina co najmniej dwa kamienie .
Podobnie kazdy z pieciu poziomych
odcinków przeciim dwa kamienie.
Ale jeden kamien moze byc przeciety
tylko jednym odcinkiem. czyli dla 10
narysowanych odcinków potrzeba 20
kamieni. A mamy ich tylko 18.
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Rys.2c

Poczatkowo, jak to przewiduje zasada ekwipartycji, calkowita energia pierwszego modu
- El maleje, natomiast drugiego -E2 i trzeciego - Ea rosnie. Jednakze juz po uplywie
kilkunastu jednostek czasu rozpoczyna sie proces odwrotny, kt6ry wlasnie po blisko
dwudziestu siedmiu jednostkach czasu z bardzo dobrym przyblizeniem prowadzi do
powrotu ukladu do stanu wyjsciowego, po czym wszystko zaczyna sie od poczatku. To
wlasnie ten' nieoczekiwany powr6t zostal odkryty przez Fermiego, Paste i Ulama dajac
poczatek fizyce symulacyjnej.

Sa to przykladowe stany osiagane przez nasz drgajacy lancuch. Na osi poziomej
odlozone zostaly polozenia r6wnowagi mas, a na pionowej ich wychylenia -
w ten spos6b, dla zwiekszenia czytelnosci, drgania podluzne przedstawiamy jako
faje poprzeczne. Jak widac (rys.2a), poczatkowo zostala.wzbudzona fala (mod)
o najwiekszej mozliwej dlugosci Al= 28N i okresie TI = 2N Ym8/ k (wlasnie TI
przyjelismy w naszych obliczeniach za jednostke czasu). W miare uplywu czasu
wzbudzaja sie'takze dalsze mody - oczywiscie kosztem energii pierwszego: drugi
(rys.2c) o dlugosci faliA2 = sN i okresie T2 = Nyms/k oraz trzeci oAa = ~8N
i Ta = ~NYm8/k. Po uruchomieniu pierwszego programu mozna zaobserwowac,
jak plynnie przechodza w siebie poszczeg6lne mody. Najwazniejsze jest jednak
spostrzezenie, ze-po uplywie zaledwie 27 jednostek czasu uklad powraca do stanu.
wyjsciowego (rys.2d). Innymi slowy, energia zgromadzona poczatkowo w modzie
pierwszym I).ierozklada sie r6wnomiernie na inne mody (stopnie swobody), jakby to
wynikalo z zasady ekwipartycji energii, lecz "przelewa" sie rytmicznie miedzy nimi, aby
po uplywie stosunkowo kr6tkiego czasu powr6cic calkowicie do modu poczatkowego.
Obserwacje te potwierdzaja wyniki obliczen programu drugiego (rys.3).

Od tamtej pory problem FPU byl szczeg6lowó badany. N. Saito ze wsp6lpracownikami
odkryl, na przyklad, progowy charakter zjawiska powrotu. Innymi slowy, nie jest
az tak zle z zasada ekwipartycji, bowiem dostarczenie ukladowi duzej ilosci energii
(powyzej pewnego progu) po\yoduje, ze zachowuje sie on juz ,Jak nale~y". Og6lnie
m6wiac, problem FPU zwr6cil uwage na zagadnienia nieliniowe w fizyce. Badania
ruszyly pelna para i zostaly uwienczone sukcesem w postaci numerycznego odkrycia
solitonu, ale to juz historia, kt6ra opowiem w nastepnym artykule.

I!a't tRUJ

Rys.3

Tym razem na osi poziomej odlozono czas, a na pionowej calkowita energie danego
modu (uwzgledniono tylko trzy pierwsze).

********************** PROeL~M FERHXEGO- ** PASTY-ULAMA *
*********************
RVszard K~tnar~ ~~wczen

••••

w(3a>: REM Pr~dkOSC
Wyj~CiOWa

v(3Q): REH pr'dio_c
u(3Q): REM Po~o enie

..,cz. ni8:Js-ze
w(3Q> RI!M Potozenic

akt.ualne

x(3~) R~M po~g~~~~~sz.
t_5 .••.: ReM t. ~ Cz ••
dt_1/~: REM ~l.M.ntarnyprzadziat czasu
r - NUM.r kolajnego

cl •• antarn8:90 kroKu
czasowlt .••,o

e••••
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73••
74. ••7••••
7""
77••
7••••

71••

7"'''

1••REM
Q0 RI!H3••

REM
.••.0 Re:M

••••

DXM

••••

DXM
7••

DXM

••••

DXM

g•• PXM1""
'-ET

1,10
'-ET

1~"
REM

••••••

Na zakonczenie pragne zauwazyc, ze zamieszczone programy dobrze nadaja sie
do samodzielnego eksperymentowa.nia. Szczeg6lnie interesujace byloby cwiczenie
polegajace na wykresleniu przez nasz mikrokomputer trajektorii zakreslanej przez
wybrana mase w przestrzeni fazowej - na poziomej osi odkladamy polozenie, a na
pionowej ped w tej sa~ej chwili. Jak bedzie wygladala taka trajektoria w zaleznosci od
wartosci energii cal}wwitej, dostarczonej ukladowi na poczatku? Szczególnie program
drugi nadaje sie dobtze do takiej modyfikacji, gdyz juz w obecnej postaci oblicza
zar6wno polozenia, jak i predkosci wszystkich mas tworzacych nasz lancuch.
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