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_® Zadania z matematykinr 175, 176 Termin nadsylania rozwiazad: 30 XI 1988

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
175. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |LABC| = |/BCA| = 40°. Na pélprostej AB™

znajdujemy taki punkt D, ze |AD| = |BC|. Wyznaczyé katy tréjkata ADC.
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176. .Dowieéé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 i dla kazdej liczby rzeczywistej z
spelniona jest nieréwnosé

n\" 1 2
(z”+s+—) > - (2" + (2 +1)*").
Csoldwka 1igi zadaniowe] "Klub 44 N" 2 2 A

po uwzglednieniu ocen roswigsad r, " .

sadad 165 /WI=2,88/ 1 166 /wre1,79;  Ladanie 176 zaproponowal pan Marcin Mazur z Bialegostoku.
# numeru 2/1988

Ersysstof Rozwiazania zadaf z numeru 5/1988

Hryniewiscki = Bialystok 44,8Tpkt
Ersysetof Jedsiniak- Katowice 41,77pkt Przypominamy tresé zadan:
Adam Rusgel = Krosno 40,58pkt
Andrse] Pawlowski - Zabrse 38,92pkt 171. Przez punkt wewnetrzny P tréjkata ABC prowadzimy proste AP, BP, P, przecinajace

Adam Prssfdsiecki - Warssawa 38,50pkt przeciwlegle boki odpowiednio w punktach A', B', C'. Dowiedé, ie dlugosé pewnego boku

tréjkata ABC przekracza sume odleglosci punktu P od punktéw A', w’r ali
Pan Hryniewlecki - pigédziesigty piaty

w Kluble 44 M, 172. Wykazaé zhieinodé i obliczyé granice ciagu (zx):
1-41 1
=1, Tpgy =@y T T —=

ne

171. Niech AB bedzie najdluzszym bokiem tréjkata ABC. Jest on dhuzszy od
kazdego z odcinkéw AA', BB', CC'. Niech D i E beda takimi punktami boku AB,
ze DP||AC, EP||BC. Niech wreszcie D' i E' beda punktami lezacymi odpowiednio
na bokach AC i BC, dla ktérych DD'|BB', EE'||AA' (rysunek). Z podobieiistwa
tréjkatéw ABB' i ADD' i z nieréwnoéci |AB| > |BB'| wnosimy, ze |[AD| > |DD'| =
= |PB'|. Analogicznie |BE| > |PA'|. Z podobiefistwa tréjkatéw ABC i DEP (w skali
|cC'| : |[PC'|) i z nieréwnosci |AB| > |CC'| wnosimy, e |DE| > |PC'|. Dodajac
otrzymane nieréwnosci otrzymujemy

|AB| = |AD| + |DE| + |EB| > |PB'| + |PC’| + |PA'|.

172. Zauwaimy najpierw, ze jedli z, > 1/e, to takie Przy czym Zn41 < z < Tn. Stad
= | =1 1 = TRLW |
TS (}_)1 n __1w=l(el/n_l) s RZ > Nt = NIn "—;)nzl N
e ne e n e 1
Zatem podany wzér rekurencyjny nie traci sensu = Ff (z' l) +nz— - =nz.
odstawy poteg sa dodatnie) i okreéla ciag o wyrazach by © > - :
(:‘ >1 /e.}' Ress ) ALY Otrzymana sprzecznoéé koriczy krok indukeyjny i dowodzi
nieréwnosci (1) dla n = 1, 2,3, ... (czyli monotonicznosci
WykazZemy, Ze ciag (zn) jest malejacy. Niech ciagu (zx))-
1 =
f(z,y) = 3 (zl E— z) dla =z,y>0. Istnieje zatem granica s =lim z, > 1/e.
Nieréwnosé Zn41 < T jest (jak nietrudno sprawdzic) Oznaczmy: z; = Yn.
réwnowazna temu, ze Fachodsl iSwaos
1 1 n i
(1) s (zm;) %= (4) g;i = 3;—*‘- (1 — ti) , gdzie t, = nez, .

Relacje (1) udowodnimy przez indukcje. Dla n =1 jest
f(1,1) = 0. Zalézmy, ze (1) zachodzi dla pewnego n (a n/t 3
wiec ZTni1 < ) 1 przypusdémy, ze dla n + 1 analogiczna (1 B L)" - ((1 . i)’“) - (l) ea

Poniewai t, — 0o, tn/n— es, to

nieréwnoéé nie zachodzi: n ln e
1 1 .
2 ATy >, Wobec tego, zgodnie z (4
(2) f(z+1"‘_|_l)_e g0, 28 (4), N
Réiniczkujac funkeje f wzgledem obu zmiennych s = lim z, = lim {/g, = lim INEL (l) e
stwierdzamy, Ze 4 Un e
czyli
8 <o, %50 anm {1/“”1 "
dz dy 0<y<1 ) s'—(l)
Z (2) otrzymujemy wiec : e
1 1 Funkcja ¢(z) = z* osiaga w punkcie 1/e (i tylko w tym
(3) f (z““' _) > " punkcie) swoja warto$é minimalna. Zatem jedynym
1 rozwiazaniem réwnania (5) jest liczba s = 1/e. Jest to

Wobec (1) i (3) istnieje liczba z, dla ktérej f (z, %) = szukana granica.
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Klub 44

Rys.1

Rozwiasania sadaii = fisyki s numeru 5/1988
Przypominamy treéé zadan:

69.. W ckularach krétkowidea praednia

wypuklo-wkleslych soczewek o zdolnodci skupiajacej —4 D
zostala pokryta cienks warstwn metalicana, umoiliwiajaca
widzenie do tyhu réwnie ostre jak przez okulary. Jakie sa
promienie krzywizny obu powieranchui soczewek 7 Czy istnieje

Skrét regulaminu

Kaidy moze nadsylad¢ rozwiazania zadail z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 2. Szkice rozwiazafi zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i = fizyki naleiy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 & dokladnoécia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspélczynnik trudnoéci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiagania tego zadania, a N - liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choc¢by
jednego zadania s danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwick = dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Zadania z fizykinr 73, 74

‘Redaguje dr Andrzey NADOLNY

73. Na krawedzi stotu o wysokodci H kladziemy kulke o promieniu R (R < H). Kulka
zaczyna sie zsuwac ze stolu bez tarcia. W jakiej odleglodci od stolu upadnie ona na
podloge ?

T4. Dlaczego patrzac na rzad lamp na ulicy odnosimy wragenie, e wszystkie sa
jednakowo jasne, chociaz znajduja si¢ w réznej odleglodci od nas 7 Dlaczego regula

ta nie stosuje sie do gwiazd o takiej samej jasnoédci powierzchniowej, polozonych

w réinych odleglodciach od Ziemi 7

Termin nadsylania rozwigzani: 30 XI 1988

% regulowanym frddlem pradu, cewke (2) & galwanometrem
balistycznym. Podczas wlaczania w obwodzie cewki (1) pradu
o natezeniu /] galwanometr wykazywal przeplyw ladunku Q:

wypukla powierzchnia I(mA) [ 3 [ 5 |10 |20 |50 J100 |200 | 500
Q(pC) |10 [30 130 [450 | 700 [ 860 [920 [ 1000

Wyznacayd wagledna praenikalnodé magnetyczna materialu
rdzenia w zaleinodci od natesenia pola magnetycznego

moiliwodé podobnego udoskonalenia okularéw dalekowidza 7 i prae t_.i} skutowad otrzymane wyfuk: Srednic d'}l 1!_]:\1 ienia wynosi

) g d = 10 cm, pole prezekroju rdzenia - § = 1 em?®, licaby zwojdw:
70. Na pierdcieniowym rdzeniu z mickkiego ferromagnetyka cewki (1) - ny = 314, cewki (2) - ng = 2400, calkowity opér
nawini¢to dwie cewki (rys.1). Cewke (1) polaczone obwodu cewki (2) - R = 380 0,

Rys.2

___warstwa _metalu

___ warstwa  metalu

Rys.3

Csotéwka 1ligl sadaniowsj "Klub 44 F*
pe uwsglqdnieniu ocem roswigsad
sadad 63 /WI=3,10/ 1 64 [WT=2,27/

s numeru 2/1988

BogusZa

Pletr Bala
Heman MueiaX
Plotr Kecsydski
Pawel M L

v
Mikielewios - Brodmica

Torud
Katowlice
Warssawa

-] im

Wiestaw Emcprsak
Alsksander Swrma
Rebert Repucha

Erakéw
Mysskiw
Goldap

42,96pkt
34,84pkt
27,22pkt
26,80pkt
26,68pkt
25,6pkt
20,87pkt
20, Topkt

69. Zdolnoéé skupiajaca soczewki przedstawionej na rysunku 2 wyraza sie wzorem
1 1 1

) = f_(n 1) (n rz)'

gdzie f — ogniskowa soczewki, r1 i ra — promienie krzywizny obu jej powierzchni,

n — wspélczynnik zalamania szkla. Promienie odbijajace si¢ od warstwy metalicznej

(zwierciadlo wklesle) w kierunku oka przechodza dwukrotnie przez soczewke. Zdolnoéé

skupiajaca tego ukladu, skladajacego sie z dwéch soczewek o zdolnoéci skupiajacej N

i zwierciadla wkleslego o promieniu krzywizny ry, wynosi 2N + 1/ f,, gdzie f. =r1/2

jest ogniskows zwierciadla. Zdolno#é skupiajaca tego ukladu ma byé réwna N. Stad

wynika

(2) rfrs = (n+1)/(n - 1).

Z (1) i (2) otrzymujemy r; = —2f, ro = —2f(n—1)/(n+1). Dla N =-4D

(f = —25 cm oraz n = 1,53) odpowiednie wartoéci promieni krzywizny wynosza

r; = 50 cm, r2 = 10 cm. Podobnie dzialajace szkla dalekowidza wygladalyby jak na

rysunku 3. 3

70. Podczas zamykania obwodu cewki (1) w cewce (2) indukuje sie sita
elektromotoryczna 4%

E=n3—
(® - strumieri wektora indukcji magnetycznej itrdseniu), powodujaca przeplyw pradu
o nategieniu I; = E/R. Calkowity ladunek, ktéry przeplywa przez obwdd cewki (2)
w tym procesie, jest réwny
(1) Q = n2®/R,
gdzie @ jest strumieniem wektora indukcji magnetycznej w rdzeniu dla ustalonego
natesenia pradu I w cewce (1). Wartodé tego strumienia wyznaczamy przy zalozeniu,
ze linie sil pola magnetycznego nie wychodza 2z rdzenia. Diugoéé tych linii wynosi wd,
wobec tego z prawa Ampére’a otrzymujemy wartoéé natezenia pola magnetycznego

(2) H = n,I/7d. '
Wartoéé wektora indukcji magnetycznej, okreélona zaleznoécia
(3) B = pop. H

(ko — przenikalnoéé magnetyczna préini, u, — wzgledna przenikalnoéé magnetyczna
" rdzenia), jest zatem réwna '
. nypopir I

4 Lo

(4) B =
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0 100 200 300 400 500

Poniewaz ® = BS, ze wzoréw (1) i (4) otrzymujemy
Bt ningpope ST

mdR
Stad wyznaczamy
: rdRQ

5 = —_—
( ) ” ningped I
Wykorzystujac wzory: (2), (5) i podstawiajac po = 1,26 - 10~° N-A~2 obliczamy pary
wartodci H, u, odpowiadajace podanym wartoéciom pomiarowym I, @:
H(A/m)| 3 5 10 20 50 ] 100 | 200 | 500

Hr 4200 | 7600 | 16 400 | 28 400 | 17 600 | 10 800 | 5 800 | 2 500

Charakter zaleinodci u,(H) widaé najlepiej na wykresie (rys.4): poczatkowo p, silnie
(w przyblizeniu liniowo) roénie ze wzrostem H, a nastepnie maleje. Na wykresie .
przedstawiono dodatkowo zaleinoséé wartodci wektora indukeji B w rdzeniu (obliczonej
ze wzoru (3)) od natezenia pola H (linia przerywana) — ma ona ksztalt typowy

dla ferromagnetyka, dazac do nasycenia. Za przebieg zjawiska s3 odpowiedzialne
mikroskopowe procesy przesuwania granic domen magnetycznych oraz obrotéw wektora
namagnesowania poszczegélnych domen (w silnych polach H).

\

& ucentonshich

=

Roswiasanie sadania F 2532.

Poniewas ciecs nie zwilza szkla,

to w otworze racznie sie tworzyd
kulisty babelek cieczy. Cidnienie, jakie
wywiera warstwa powierzchniowa
takiego babelka, ktérego promieni r
przyjmujemy za (w prayblizeniu)
réwny promieniowi ot worka (rys.),

jest skierowane do wewnatrz i wynosi
p = 20/r, gdzie o oznacza wartodé

napiecia powierschniowego cieczy.

Fakt proporcjonalnodci p do o/r
latwo moina wywnioskowad » analizy
wymiarowej. Poniewaid wymiar

napigcia powierschniowego o

jest réwny [o]=N/m, to jedynym
wyrafeniem majacym wymiar
cidnienia — N;'m:" utworzonym

t wielkodci charakteryzujacych babelek
(ti. & i r) jeét wladnie iloras o fr.

Ogdélnie cidnienie pod zakrzywions
powiernchnia ciecsy okredla taw. prawo
Laplace'a p = po + o( 7 + 7).

gdzie po jest cidnieniem w przypadku

plaskiej powierzchni, a R | Rg

okreslaja gldwne promienie krzywizny;
w praypadku kuli By = Ry = r.

Dopdéki sila cidnienia wywieranego
przez babelek bedzie wieksza od
dzialajacego w dél parcia ciecay pgh
{p — gestodé cieczy, h - wysokodé slupa
ciecsy), dopdty ciecr nie bedzie sie
wylewad 2 pojemnika. Warunek ten
mogemy zapisad w postaci

2—ﬂ > pgh, skad h < —21

r rpg

Rozwaimy nastepujacy problem: przypuéémy, ie dysponujemy waga szalkowa bez

‘odwaznikéw, na ktérej mozemy wykonaé n waiei. Mamy k kul (k > 3), o ktérych

wiadomo, Ze co najwyiej jedna spodréd nich rézni sie waga od pogostalych — jest
lzejsza lub cieisza. Naszym zadaniem jest ustalenie: czy taka kula rzeczywiscie istnieje,
znalezienie jej i okredlenie, czy jest lzejsza czy cigzsza. Pytanie brzmi nastepujaco:
jakie jest najwieksze k, dla ktérego zadanie jest wykonalne ?

Oszacowanie narzuca sie od razu: n wazefi moge daé co najwyiej 3" wynikéw,
a mozliwych sytuacji (kazda z kul moze by¢ lzejsza, cieisza, lub wszystkie moga mieé
te sama, wage) jest 2k + 1, stad

2k+1<3", codaje k< 3 2_1.
Okazuje sie jednak, ze dla k > a"g—a jest to zadanie niewykonalne. Aby to pokazaé,
rozpatrzmy dwa przypadki:
1) W pierwszym wazeniu na szalki kladziemy po r < "‘n-.: =1 kul. Wéwcszas,
w przypadku réwnowagi, w nastepnych n — 1 waZeniach bedziemy musieli rozstrzygnaé,
ktéra z 2(k — 2r) + 1 mozliwodci (kaida sposéréd nie wagonych kul moie byé liejsza,
cieisza badZ wszystkie réwne) zachodzi. No, ale n — 1 wagen daje tylko 3"~

rozstrzygnieé, a 2(k — 2r) +1 > 2 (“;3 -2 ("'_;")) 41>

2) W pierwszym wadeniu na szalki poloiymy po r > 2" 41 kul. Wéwczas

w przypadku nieréwnowagi nastepne n — 1 wagefi musialoby rogstrzygnaé, ktéra z 2r
mozliwodci (kaida kula z jednej szalki moze by¢ cieisza, a z drugiej liejsza) zachodszi.
Ale 2r > 22" 41 5 371 _gle |

Z drugiej strony dla k = ﬂ,ﬁ-‘ zadanie jest wykonalne: ponumerujmy kule liczbami
od 1do 31,:‘1. W k-tym wazeniu, w zaleznoéci od tego, czy numer kulki ma w zapisie
tréjkowym na k-tej pozycji O czy 2, kladziemy ja na lewej bad# prawej szalce (jegeli 1,
to nie kladziemy na Zadnej).

n—1
Niech teraz r = Y 3'wit1, gdzie:
=0 »
0, jezeli w i-tym wageniu lewa szalka przewaiyla,
w; = { 2, jezeli w i-tym wadeniu prawa szalka praewaiyla,
1, jezeli byla réwnowagd.

Jeieli r < 2271, to cieisza od pozostalych jest kula o numerse r. Jedeli r = 21, to
cigfary wszystkich kul sa réwne. Jeieli r > 2°=L, to liejssa od posostalych jest kula
o numerze 3" —1 —r.

W zwiazku z powyiszym zadaniem (jak widaé - w pelni roswiasanym) nasuwa sie
problem: co bedszie, gdy pozwolimy, by mogly by¢ 2 kule ,falszywe”. Jaka bedzie
wtedy najwieksza liczba k, dla ktérej zadanie jest wykonalne ? Naleiy wéwczas
sprecyzowad tredé: np. zdecydowad sie czy dopuszczamy, aby kule ,falszywe” réinily
si¢ waga itp. A co bedzie, gdy pozwolimy trzem kulom byé kulami ,falszywymi” 7
Zachecam do zajecia sie tym tematem.

Powodzenia !

Michal WOJCIECHO WSKI
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