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Zadanie 176 zaproponowal pan Marcin Mazur z Bialegostoku.

1'11. Przez punkt wewnetrznyP trójkata ABC prowadzimy prosteAP, BP, CP, przecinajace
przeciwlegle boki odpowiednio w punktachA', B', C'. Dowiesc, ze dlugosc pewnego boku
trójkata ABC przekracza sume odleglosci punktuP od punktów A', B', C',

Rozwiazania zadan z numeru5/1988

Przypominamy tresc zadan:

Termin nadsylania rozwiazali: 30 XI 1988

1'12. Wykazac zbieznosc i obliczyc granice ciagu("'"l:
1- ~ 1

Xl = 1, Xn+l = Xn n - -ne

Zadania z matematykiJ1r 175, 176

Redaguie dr Marcin E. KUCZMA

175. Dany jest trójkat ABC, w którym ILABC! = !LBCAj = 40°. Na pólprostej AB-
znajdujemy taki punkt D, ze JADI = IBCI. Wyznaczyc katy trójkata ADC.

176. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 i dla kazdej liczby rzeczywistej x

spelniona jest nierównosc

( n)n 1X2 + x + "2 > 2" (x2n + (x + 1)2n) .

!=44
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 165 /WTa2,88/ i 166 /WT-1,79/

z numeru 2/1988

Krzysztof

Hryniewiecki - Bialysto~ 44,87pkt

Krzysztof Jedziniak- Katowice 41,77pkt

Adam Ruszel - Krosno 40,58pkt

Andrzej Pawlowski - Zabrze 38,92pkt

Adam Przezdziecki - Warszawa 38,50pkt

Pan Hryniewiecki - piecdziesiaty piaty

w Klubie 44 M.

c

A

171. Niech AB bedzie naj dluzszym bokiem trójkata ABC. Jest on dluzszy od
kazdego z odcinków AA', BB', CC'. Niech D i E beda takimi punktami bokuAB,
ze DPIIAC, EPIIBC. Niech wreszcie D' i E' beda punktami lezacymi odpowiednio
na bokach AC i BC, dla których DD'IIBB', EE'IIAA' (rysunek). Z podobienstwa
trójkatów ABB' i ADD' i z nierównosci IABI > IBB'I wnosimy, ze lAD! > IDD'I =
= jPB'I. Analogicznie IBEI > !PA'I. Z podobienstwa trójkatów ABC i DEP (w skali
ICC'I : IPC'\) i z nierównosci IABI > !CC'I wnosimy, ze IDEI> IPC'I· Dodajac
otrzymane nierównosci' otrzymujemy

IABI = IADI + IDEI + IEBI > IPB'I + IPC'I + JPA'I·

172. Zauwazmy najpierw, ze jesliXn > l/e, to takze

(1)1-~ 1 1(I/n 1) 1Xn+1 ~ - - - = - e - - > -.e ne e n e

Zatem podany wzór rekurencyjny nie traci sensu.

(podstawy poteg sa dodatnie) i okresla ciag o wyrazach
Xn > l/e.

G) ts,

Wobec tego; zgodnie z (4),

l· li nr;;- l' Yn+lS = ImXn = m vYn = Im -- =
Yn

czyli

(1) l/e(5) s·= -;
Funkcja cp( x) = XX osiaga w punkcie l/e (i tylko w tym
punkcie) swoja wartosc minimalna. Zatem jedynym
rozwiazaniem równania (5) jest liczbas = l/e. Jest to
szukana granica.

Istnieje zatem granica s = lim Xn ~ l/e.

Zachodzi równosc

() Yn+l Xn+l ( 1) n. 1-~4 -- = -- 1 - - ,gdzie tn = nexn
Yn Xn tn

Poniewaz tn .....•00, tn/n .....•es, to

Oznaczmy: x~ = Yn'

przy czym Xn+1 < z < Xn. Stad
I-~ 1 I_~ 1

nz > nXn+1 = nXn n - ~ > nz n - - =e e

= f (z, ;) + nz - ; = nz .

Otrzymana sprzecznosc konczy krok indukcyjny i dowodzi

nierównosci (1) dla n = 1, 2,3, ... (czyli monotonicznosci
ciagu (Xn)).

e

1

{ l/e < x < 1O<y<l
dla

Wykazemy, ze ciag(Xn) jest malejacy. Niech

f(x,y)=!.(xl-Y-x) dla x,y>O.
y

Nierównosc ~n+l < Xn jest (jak nietrudno sprawdzic)
równowazna temu, ze

(1) f (xn,;) <;.
Relacje (1) udowodnimy przez indukcje. Dlan = 1 jest

f(l, 1) = O. Zalózmy, ze (1) zachodzi dla pewnegon (a
wiec Xn+l < xn) i przypuscmy, ze dlan + 1 analogiczna
nierównosc nie zachodzi:

. (1) 1(2) f Xn+l, -- ~ -.n+ 1 e
Rózniczkujac funkcje f wzgledem obu zmiennych
stwierdzamy, ze

af af
ax < O, ay > O

Z (2) otrzymujemy wiec

(3) f (Xn+1,;) > ;

Wobec (1) i (3) istnieje liczba z, dla której f (z,;)
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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadali z numerun w terminie do konca miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerzen + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi .przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek:. Klub ••M lub
Klub •• F. Oceniamy zadania w skali odO do 1 z dokladno§cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudno§ci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN - liczbe os6b, kt6re nadesialy rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu •• punktów, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu •• , a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytulWeterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.'

Termin nadsylania rozwiazali: 30 XI 1988

Q

Zadania z fizyki nr 13, 14
'Redaguie dr Andrzei NADOLNY
'13. Na. krawedzi stolu o wyeokosciH kladziemy kulke o promieniuR (R ~ H). Kulka
zaczyna sie zsuwac ze stolu bez tarcia. W jakiej odleglosci od stolu upadnie ona na
podloge? ,
'T4. Dlaczego patrza,c na rza,d lamp na ulicy odnosimy wrazenie, ze wszystkie sa,
jednakowo jasne, chociaz znajduja. sie w róznej odleglosci od nas? Dlaczego regula
ta nie stosuje sie do gwiazd o takiej samej jasnosci powierzchniowej, polozonych

Rys. 1 w róznych odleglosciach od Ziemi?

Rozwiazania zadan z fizyki z nUlIleru 5/1988 z regulowanym zr6dlem pradu, cewke (2) z galwanometrem
• ,. , balistycznym. Podczas wlaczania w obwodzie cewki (1) pradu

Przypommamy tresc zadan: o natezeniu.! galwanometr wykazywal przeplyw ladunkuQ:
69 .. W okularach krótkowidza przednia - wypukla powierzchnia
wypuklo-wkleslych soczewek o zdolnosci skupiajacej-4 D
zostala pokryta cienka, warstwa metaliczna, umozliwiajaca,
widzenie do tylu r6wnie ostre jak przez okulary. Jakie sa,
promienie krzywizny obu powierzchni soczewek? Czy istnieje
mozliwo,(c podobnego udoskonalenia okular6w dalekowidza?

(1)

metalu

warstwa metalu

Rys.2

Rys.3

(l wo"two

Wyzn~czyc wzgledna, przenikalnollc magnetyczna materialu
rdzenia w zaleznollci od natezenia pola magnetycznego
i przedyskutowac otrzymane wyniki. Srednica pierscienia wynosi
d = 10 cm, pole przekroju rdzenia -S = 1 cm2, liczby zwoj6w:

70. Na pierscieniowym rdzeniu z miekkiego ferromagnetyka cewki (1) -ni = 314, cewki (2) - n2 = 2400, calkowity op6r
nawinieto dwie cewki (rys.1). Cewke (1) polaczono obwodu cewki (2) -R = 380 O.

69. Zdolnosc skupiaja,ca soczewki przedstawionej na rysunku 2 wyraza sie wzorem

1 (1 1)N = - = (n - 1) - - - ,1 rl r2

gdzie 1- ogniskowa soczewki, rl i r2 - promienie krzywizny obu jej powierzchni,
n - wepólczynnik zalamania szkla. Promienie odbijaja,ce sie od warstwy metalicznej
(zwierciadlo wklesle) w kierunku oka przechodza, dwukrotnie przez soczewke. Zdolnosc
skupiaja,ca tego ukladu, skladajacego sie z dwóch soczewek o zdolnosci skupiaja,cejN
i zwierciadla wkleslego o promieniu krzywizny rl, wynosi2N + 1/!.•"gdzie I.•= rl/2
jest ogniskowa, zwierciadla. Zdolnosc skupiaja,ca tego ukladu ma byc równaN. Sta,d
wynika
(2) rl/r2 = (n + l)/(n -1).
Z (1) i (2) otrzymujemy rl = -2/, r2 = -2/(n - l)/(n + 1). Dla N = -4 D
(J = -25 cm ,orazn = 1,53) odpowiednie wartosci promieni krzywizny wynosza,
rl = 50cm, r~= 10cm. Podobnie dzialaja,ce szkla dalekowidza wygla,dalyby jak na
rysunku 3.

C.ol6w1ta118i'••daIl10"'~"nub 44 P"

po uwsll,da1.a1U 00•• ro.wta.an

••ilU " /on-,,10/ i 64 /W'l-2,27/

• J1_ru 2/1988 .

'TO. Podczas zamykania obwodu cewki (1) w cewce (2) indukuje sie sila
elektromotoryczna d~E=n2-dt
(~- strumien wektora indukcji magnetycznej w rdzeniu), powodujaca przeplyw pra,du
o natezeniu {2= E/R. Calkoy.'ity ladunek, który przeplywa przez obwód cewki (2) ,
w tym procesie, jest równy
(1) Q = n2~/ R,
gdzie ~ jest strumieniem wektora indukcji magnetycznej w rdzeniu dla ustalonego
natezenia praduI w cewce (1). Wartosc tego strumienia wyznaczamy przy zalozeniu,
ze linie sil pola magnetycznego nie wychodza, z rdzenia. Dlugosc tych linii wynosi1rd,
wobec tego z prawa Ampere'a otrzymujemy wartosc natezenia pola qlagnetycznego
(2) H = nd/1rd.
Wartosc wektora indukcji magnetycznej, okreslona zaleznoscia,
(3) . B = J.toJ.trH

(J.to - przenikalnosc magnetyczna prózni,J.tr - wzgledna przenikalnosc magnetyczna
rdzenia), jest zatem równa•

'(4)

42,96pkt

'4,8-4pkt

27,22pkt

26,8Opkt

26,68pkt

25,61pkt

20,87pk1:

20,7o,k1:

lopala.
alkielewio. - Brodnica

.Piou lIala - ~oru6

a•••• ~lal - latowice

ptou 10eS7nBkt - War•••••

Pawel hrkowU - Sao••ol.

WLe.law lac,raak - lrak6w

llakaaJl4erS_ - 1\:I'••k6.
aobort iepllOIla - Goldap
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Poniewaz ~= BS, ze wzorów (1) i (4) otrzymujemy

Q _ nln2J.1.oJ.l.rSl
- ?rdR .

Stad wyznaczamy

\20

..,o
"':"10

,z

o

Rys"

100 200 300
H [A/m]

[,00 500

(5) J.l.r = ?rdRQ
nln2J.1.0a .•.

Wykorzystujac wzory:;(2), (5) i podstawiajacJ.l.o = 1,26· 1O-6·N·A-2 obliczamy pary
wartosci H, J.l.r odpowiadajace podanym wartosciom pomiaroWyml, Q:

:= Charakter zaleznosciJ.l.r(H) wida.c najlepiej na wykresie (rysA): poczatkowoJ.l.r silnie
1 al (w przyblizeniu liniowo) rosnie ze wzrostemH, a nastepnie maleje. Na wykresie .

przedstawiono dodatkowo zaleznosc wartosci wektora indukcjiB w rdzeniu (obliczonej
ze wzoru (3)) OQnatezenia·polaH (linia przerywana) - ma ona ksztalt typowy
dla ferromagnetyka, dazac do nasycenia. Za przebieg zjawiska sa odpowiedzialne
mikroskopowe procesy przesuwania granic domen magnetycznych oraz obrotów wektora

namagnesowania poszczególnych domen iw silnych polachH).

Rozwi"zanie zadania F 262.
Poniewaz ciecz nie zwilza szkla,
to w otworze zacznie sie tworzyc
kulisty babelek cieczy. Ci§nienie, jakie
wywiera warstwa powierzchniowa
takiego babelka, kt6rego promien r
przyjmujemy za (w przyblizeniu)
r6Wny promieniowi otworka (rys.),
jest skierowane do wewnatrz i wynosi
p = 2u /r, gdzie u oznacza wartosc
napiecia powierzchniowego cieczy.

Fakt proporcjonalnosci p dou/r
latwo mozna wywnioskowac z analizy
wymiarowej. Poniewaz wymiar
napiecia powierzchniowegot7

jest r6wny [uJ=N/m, to jedynym
wyrazeniem majacym wymiar
cisni~nia - NIm 2, utworzonym
z wielkosci charakteryzujacych babelek
(tj. u i r) jest wla§nie "ilorazu/r.
Og6lnie ci§nienie pgd zakrzywiona
powierzchnia cieczy okresla tzw. prawo
Laplace'a p = Po+ u( Il- + i-),
gdzie PO jest cisnienieml w pr;ypadku
plaskiej powierzchni, a Rl iR2
okre§laja gl6wne promienie krzywizny;
w przypadku kuli Rl = R2 = r.
Dop6ki sila cisnienia wywieranego
przez babelek bedzie wieksza od
dzialajacego w dól parcia cieczypgh

(p - gesto§c cieczy,h - wysokosc slupa
cieczy), dop6ty ciecz nie bedzie sie
wylewac z pojemnika. Warunek ten
mozemy zapisac w postaci

2u ~ pgh" skad h ~ ~
r rpg

Rozwazmy nastepujacy problem: przypuscmy, ze dysponujemy waga szalkowa, bez
'odwazników, na której mozemy wykonacn wazen. Mamy k kul (k ~ 3), o których
wiadomo, ze co najwyzej jedna sposród nich rózni sie waga od pozostalych - jest
lzejsza lub ciezsza. Naszym zadaniem jest ustalenie: czy t"aka kula rzeczywiscie istnieje,
znalezienie jej i okreslenie, .czy jest lzejsza czy ciezsza. Pytanie brzmi nastepujaco:
jakie jest najwiekszek, dla którego zadanie jest wykonalne?

Oszacowanie narzuca sie od razu:n wazen moze dac co najwyzej3n wyników,
a mozliwych sytuacji (kazda z kul moze byc lz.ejsza, ciezsza, lub wszystkie moga miec
te sama wage) jest2k + 1, stad

3n -1
2k + 1:::; 3", co daje k:::; -2-'

Okazuje sie jednak, ze dlak > 3"2-3 jest to zadanie niewykonalne. Aby to pokazac,
rozpatrzmy dwa przypadki:

1) W pierwszym wazeniu na s~alki kladziemy por:::; 3"-;-1 kul. Wówczas,
w przypadku równowagi, w nastepnychn-l wazeniach bedziemy musieli rozstrzygnac,
która z2(k - 2r) + 1 mozliwosci (kazda sposród nie wazonych kul moze byc lzejsza,
ciezsza badz wszystkie równe) zachodzi. No, alen-l wazen daje tylko 3n-l

rozstrzygniec, a2(k - 2r) + 1 > 2 ( 3"2-3 - 2 ( 3"-; -l ) ) + 1 ~ ~n-i.
2) W pierwszym wazeniu na szalki polozymy por ~ 3"-;+1 kul. Wówczas
w przypadku nierównowagi nastepnen-l wazen musialoby rozstrzygnac, która z2r
mozliwosci (kazda kula z jednej szalki moze byc ciezsza, a z drugiej lzejsza) zachodzi.

Ale 2r ~ 23"-;+1 > 3n-l - zle!

Z drugiej strony dlak = 3"2::"3 zadanie jest wykonalne: ponumerujmy kule liczbami
od 1 do 3"2-3. Wk-tym wazeniu, w zaleznosci od tego, czy numer kulki ma w zapisie
trójkowym na k-tej pozycji Oczy 2, kladziemy ja na lewej badz prawej szalce (jezeli 1,
to nie kladziemy na zadnej).

n-l
Niech teraz r = E 3iwi+l' gdzie:

i=O

{O, jezeli w i-tym wazeniu lewa szalka przewazyla,
Wi = 2, jezeli w i-tym wazeniu prawa szalka pr:tewazyla,

1, jezeli byla równowagi. " .

Jezeli r < 8";1, to ciezsza od pozostalych jest kula o numerzer .. Jeieli r = 3"2-1, to

ciezary wszystkich kul sa równe. Jezelir > 8"2-1, to lzejSI" od pOloltalych jes~ kula
o numerze 3n - 1 - r.

W zwiazku z powyzszym zadaniem (jak widac - w pelni rozwilPtlanym) nasuwa sie
problem: co bedzie, gdy pozwolimy, by mogly byc 2 kule "falszywe". Jaka bedzie
wtedy najwieksza liczbak, dla której zadanie jest wykonalne? Nalezy wó~czas
sprecyzowac tresc: np. zdecydowac sie czy dopuszczamy, aby kule "falllzywe" róznily
sie waga itp. A co bedzie, gdy pozwolimy trzem kulom byc kulami "falszywymi"?
Zachecam do zajecia sie tym tematem.

Powodzenia!

Michal WOJCIECHO WSKI
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