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Wiele figur w matematyce jest nam éwietnie znanych;
przyzwyczailidmy sie do nich. Wydawaloby sie, Ze nie
mozna o nich powiedzieé nic wiecej — nic nowego ani
ciekawego. Tymczasem przy blizszej analizie ukazuja sie
niezwykle i zaskakujace wlasnoéci badanych twordw.

»Weimy pod lupe” jeden z takich zbioréw. Jest nim sfera
— dokladniej sfera tréjwymiarowa. Wazyscy wiemy, co

to jest sfera dwuwymiarowa: powierzchnia kuli, zbiér
punktéw przestrzeni jednakowo oddalonych od pewnego
punktu ustalonego, nazwanego érodkiem. Ta definicja bez
problemu przenosi sig¢ na wyzsze wymiary. Czyli: sferg
n-wymiarows o érodku P i promieniu r jest zbiér punktéw
przestrzeni (n + 1)-wymiarowej, ktérych odleglosé od P
wynosi r. Gdy méwimy o odleglodci, to mamy na mysli te
naturalna, euklidesowa.

Z punktu widzenia topologii nie ma znaczenia, jaki

jest promief sfery ani w ktérym miejscu przestrzeni -
znajduje sie drodek. Waine jest jedynie, by zbidér byt
homeomorficzny (topologicznie réwnowazny) ze sfera.
Dla uproszczenia wiec badamy sfere o §rodku w (0,--,0)
i promieniu 1. MoZemy zatem zapisaé:
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Nas interesuje ,sfera tréjwymiarowa”, tj. S®. Slowo
HSiréjwymiarowa” mogloby sugerowad, ze mozna ja

sobie latwo wyobrazié lub narysowaé — przeciez nasza
intuicja pracuje w trzech wymiarach ! Niestety tak nie
jest. Zgodnie z definicja S® jest podzbiorem przestrzeni
czterowymiarowej, a wigc postaé naszego tworu wcale nie
jest taka prosta.

Podamy kilka opiséw i przepiséw na konstrukcjé sfery
tréjwymiarowej. Ze wzgledu na to, Ze w naszej przestrzeni
nie mozna jej zobaczyé w calodci, poshizymy sie analogia,
poréwnujac S° z jej kuzynka — sfera dwuwymiarowa, czyli
spoczciwa” zwykla sfera S2.

Jak przykladowo powstaje sfera $2? ? Biersemy dwa kola
(nieco rozdmuchujemy) i sklejamy brzegami (ktérymi sa
okregi). Otrzymany twdr jest topologicznie réwnowagny
sferze. Zauwazmy, ze podobnie mozemy skonstruowad
okrag — powstaje on jako sklejenie koricami dwdéch
odcinkéw — kul jednowymiarowych.

A w przypadku S* 7 Jesli dwie kule skleimy brzegami
(czyli dwuwymiarowymi sferami), to otrzymamy sfere
tréjwymiarowa. Trudno sobie jednak to wyobrazié.

Moie wiec tak: S? dostajemy w wyniku obracania okregu
S* dookola jednej % jego osi symetrii. Wobec tego S®
powinno powstaé, gdy sfere 82 obrécimy wokét jednej z jej
plaszezyzn symetrii (ta plaszczyzna jest zbiorem punktéw
stalych w tym obrocie !). Przypuéémy, Ze obracamy nasza
sfere ,,dookola” plaszczyzny {(z1,22,0,0) : 21,22 € R}.
Wtedy obrazem punktu (zi,%2,23,0) nalezacego do §2
bedzie punkt (21, z2, zs cos o, 1 sin &), dla pewnego

a € [0, 27), ktéry, oczywiscie, jest elementem S 3. Crzy
przemawia to do intuicji ?

Zeby otrzymaé okrag, nie musimy wcale sklejaé dwéch
odcinkéw; wystarczy, e w jednym odcinku skleimy korice.
W celu skonstruowania §2 rozwaimy kolo (dwuwymiarows
kulg). Jedli brzeg — czyli okrag — éciagniemy do punktu
(tak, jak zawiazuje sie np. koniec balonu z gumy), to
dostaniemy sfere.

Teraz jui wiemy, co bedzie dalej: nalezy w kuli jej brzeg
- sfere éciagnaé do punktu, a powstanie S*. Tu takie

s problemy z praktyczna realizacja, ale z pomoca moze
przyjséé pewne dobrze znane matematykom odwzorowanie.
Jest nim rzut stereograficzny, wprowadzony przez
Ptolemeusza okolo 160 roku. Mozna go okresli¢ paroma,
bardzo podobnymi sposobami; opiszemy jeden z mich.



Przypomnijmy, ze S? jest sfera o érodku w zerze

i promieniu 1. Wybierzmy plaszczyzne przechodzaca
przez 0. W prostokatnym ukladzie wspélrzednych

moze to by¢ plaszczyzna o réwnanin z = 0. Z punktu
(0,0,1) - bieguna S? prowadszimy proste. Jeéli nie sa

one réwnolegle do plaszczyzny, to przecinaja zaréwno
sfere, jak i plaszczyzne — w obu przypadkach w dokladnie
jednym punkcie ! Punktom sfery (bez bieguna pémocnego)
odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie punkty plaszczyzny.
Gdyby nie ten biegun, to przeksztalcenie byloby bardzo
porzadne. Gdyby tak do plaszczyzny dolaczyé’jeszcze
jeden punkt ... Wilaénie, dodanie do plaszczyzny punktu,
nazwanego ,punktem w nieskoriczonodci®, uczyni ja
topologicznie identyczna ze sfera. Odwzorowaniem
okreélajacym te identyfikacje jest rzut stereograficzny.
Jest to dokladnie taka sama aytuacja jak w przypadku,
gdy éciagaliémy brzeg kola. Teraz ,zwijamy” plaszczyzng

i ,w nieskoficzonodci zlepiamy w jeden punkt®.

Podobne przeksztalcenie mozemy zdefiniowad dla sfer
dowolnego wymiaru.
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Zatem sfera tréjwymiarowa jest to przestrzen R*
usupeiniona punktem w nieskoriczonodci. Wystarczy do
naszej przestrzeni dolaczyé (w odpowiedni sposéb) jeden
punkt, aby otrzymaé S3.

Na zwyklej sferze: jegli wokdt ustalonego punktu zaczniemy
kredlié okregi, to, oczywidcie, promienie ich beda rosly,

ale tylko do pewnego momentu — gdy osiagna promief
sfery. Potem znéw beda maleé. Podobnego efektu

nalezy oczekiwaé w 8. Gdy wokél dowolnego punktu
zaczniemy konstruowaé sfery (typu $?2), to bedziemy -
oczywidcie — przy kazdej nastepnej sferze zusywaé coraz
wiecej materialu. W pewnym momencie ze zdziwieniem
stwierdzimy, e mimo i sfery przez nas budowane
obejmuja poprzednie, to zuzywamy coraz mniej materialu -
maleje ich promiei. W R? jest to niemozliwe ! Rozsadnie
jest promieri tej najwigkszej sfery nazwaé promieniem S§°.
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Jest tak, jak w przypadku S?; poréwnujac wspélsrodkowe
okregi lezace blisko siebie nie zanwaZymy nieznacznego
zakrzywienia sfery. Analogicznie: zakrzywienie S§°
powoduje, ze odpowiednie sfery dwuwymiarowe nie
zamykaja w sobie sfer poprzednich, ale s nieznacznie
,0bok”. Oczywidcie dzieje sie to w R*, zatem trudno

jest to sobie wyobrazi¢. Ale — podsumowujac — S to

tak, jakby wykrzywiona, zagieta przestrzeii z dolepionym
punktem.

Sprébujmy to opisaé jeszcze inaczej. Wedrowiec udajacy
gie przed siebie, w dowolnym kierunku na $2, po

pewnym czasie wréci do punktu wymarszu. Na sferze
tréjwymiarowej bedzie tak samo ! Gdyby wedrowiec w S
ruszyl w jednym kierunku i szed! nie zmieniajac go, to

w koricu doszedlby do miejsca, z ktérego wyszedl — pod
warunkiem, zZe zylby wystarczajaco dlugo.

Jeéli przetniemy sfere S? plaszczyzna, to otrzymamy okregi
lub w granicznych przypadkach — punkty. Natomiast
przecinajac sfere S° przestrzenia R®, dostaniemy normalna
dwuwymiarows sfere. Gdy S° bedzie zmieniaé poloZenie,
to jej Slady beda sie zmniejszaé lub zwiekszaé. Nigdy
jednak promienie sfer dwuwymiarowych nie przekrocza
promienia S2. Przekonaé sie o tym mozna, ustalajac jedna
ze zmiennych we wzorze opisujacym sfere tréjwymiarowa.
Dostaniemy wzér na sfere dwuwymiarows. Przy zmianie
parametru (czwartej wspéirzednej) zmieniaé si¢ bedzie
promiefi sfery dwuwymiarowej. Majac élady $° na R®
(jakby poziomice) mozna sobie wyrobié pewien poglad ’
na caly sfere. Bledem byloby jednak poréwnywanie sfery
tréjwymiarowej z cebula, gdyz S° nie jest zbudowana

z koncentrycznych warstw — sfer. Ich érodki przesuwaja

sie w kierunku czwartego wymiaru. Przyczyna tego jest
owo wykrzywienie, o ktérym juz wspominali§my. Podobnie
okregi koncentryczne nie utworza sfery dwuwymiarowej;
trzeba érodki tych okregéw poprzesuwal w trzecim
wymiarze.

Jeszcze jeden opis — tym razem nie majacy
dwuwymiarowego odpowiednika. Podnoszac wymiar, okrag
zastepowali§my sfera. Czy jest to jedyna mosliwosé ?

Nie ! Innym dwuwymiarowym odpowiednikiem okregu

jest torus — czyli detka (bo torus mozna przedstawic jako
ilocayn kartesjaiiski okregéw: T = S' x S§!'). Cayiby sfere
tréjwymiarowa mozna bylo utworzyé & toruséw 7

Przepis jest nastepujacy: ,,WeZ dwa pele torusy. Sklej
je brzegiem, ale w taki sposéb, by réwnolesniki jednego
torusa przyklejaé do poludnikéw drugiego, a poludniki
do réwnoleznikéw. Jedli to zrobisz, otrzymasz sfere
tréjwymiarowa.”



Czy cod takiego mogna sobie wyobrazié¢ 7 Sprébujmy. Weimy dwa pelne torusy Ty'i T2. Narysujmy na kagdym

z nich réwnoleznik i poludnik. Oznaczmy je odpowiednio: ri,p1 i r2,p2. Rozetnijmy T> wzdhug jednego z poludnikéw
(réznego od ps) i przewleczmy przez (naturalng) dziure w T:. Moiemy przyjaé, ze pelny torus T jest zbudowany z warstw
— swyklych toruséw dwuwymiarowych. W samym ,centrum” jest okrag (po ktérym porusza sie érodek kola generujacego
pely torus). Po rozcigciu mamy pelny cylinder — rodzine powierzchni cylindrycznych. Zacznijmy teraz sklejaé brzegi
kazdej z tych powierzchni, wywijajac je na zewnatrz wokél torusa Ty. Otrzymamy rodzine toruséw obejmujacych 7.
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Zauwazmy, ze po takiej operacji na brzegu 7%

réwnoleinik rz stal sie poludnikiem, a potudnik p2
réwnoleinikiem. Wiecej, wazystkie poludniki staly sie
réwnoleznikami 1 odwrotnie. Mozna juz bez przeszkéd
sklejaé odpowiednie réwnolezniki i poludniki. Pozostal
jeden problem — odcinek centralny powstaly po rozcieciu
okregu. Jedli do R® dolozymy punkt w nieskorficzonodci,

to korice tego odcinka mozemy polaczy¢ wiasnie w tym
punkeie, Ale to jest przeciez S° ! Rozcigty torus odzyskal
swojg postaé, tylko jest teraz przenicowany.

Parafrazujac nasz przepis mozemy powiedzieé: gdy
wytniemy pelny torus z S wéwezas to, co pozostanie, jest
homeomorficzne takze z pelnym torusem.

Sfere tréjwymiarows mozna opisaé na wiele innych

i to znacznie bardziej skomplikowanych sposobéw. Na
przyklad: S° jest wynikiem sklejenia dwéch podwéjnych,
pelnych toruséw — precelkéw; réwnolezniki na brzegu
jednego precla sklejamy z poludnikami drugiego

i odwrotnie.

Mozina tei sklejaé jeszcze bardziej zawile figury, takie jak
precle z wieloma dziurkami. Ponadto sklejenia moga by¢
przeprowadzone nie wedhiz poludnikéw i réwnoleznikéw,
ale wzdluz bardziej zawilych krzywych. Musimy jednak
przy tym bardzo uwaiaé, gdyz wynik sklejenia moze

by¢ skrajnie réiny od oczekiwanego (nawet zlepianie
toruséw na ogél nie daje sfery). Wiecej, nie jest znana
ogblna recepta, dzieki ktérej moglibysmy przed klejeniem
dowiedzed sig, co otrzymamy. Przydaloby sie wiele
twierdzen typu: ,jesli figura ma takie to a takie wlasnodci,
to jest homeomorficzna ze sfera tréjwymiarows”.

Dzieki nim duzo latwiej moglibysmy przewidzieé wyniki
skomplikowanych operacji. Mozna to poréwnaé do
pieczenia ciasta: metoda, wedlug ktérej kleimy, to nic
innego, jak konkretny przepis. Niestety — przepiséw, za
pomoca ktérych dostajemy konkretne ciasto (u nas: sfere
tréjwymiarowa), w ksiagce kucharskiej matematykéw jest
gtanowczo za malo.



